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Preferid» en la enseñanza, los' métodos jenerales; acoetambraos a 
presentarlos del modo mas simple, y vcrcis que al mismo tiempo 
son casi siempre los mas fáciles. 

La Place, Écolei norm, tom. IV ^ p. 48. 
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I. DE LAS COMBINACIONES Y PERMUTACIONES. 



Permutaciones y Combinaciones, 

4*75. Cuando los trrminoa que pe nos presenten se compon- 
gan de letras semejantes, 6 diforontes, colocadas en un orden 
diverso, llamarenioa á gu conjunto Colocacinups ó Permutaciones; 
pero si una ó nras de estas letras fue?e diferente en cada lér- 
inino, y no atendiésemos á la colocación de estas letra», edt«.^d 
términos se denominan Comhinücioncs [*]. Así es que ahc, hac, 
tba, bca son 4 permutaciones, y abcy abJ^ bcdy acíi, 4 combina- 
ciones de 3 en 3. 

Para representar el numero de permutaciones que pueden eje- 
cutarse con 7/1 letras tomúndulaí-: de p en p lo espresaremos por 
[mPp]; y el número de combinaciones lo inílicarcraos por [mCp], 

[♦] También se llaman Productos difirenUs á las comlinacio- 
nes; pero nosotros desci/tnmos esta expresión difcduosn^ porque ab 
y cd que son dos combinaciones diferentes de dos Ittrns^ pueden 
no obstante formar productos iguales ^ como sucede en ;}X0=:üX4 
s= 12X'2* También se distiní^ufn las permutaciones de las coh- 
cañones en que el primer nondtre se rtserca á las colocaciones de 
p letras entre *í, 6 de p en p; pero como enta distinritm no tiene 
nin^m Jin útil, no karemoM uso de tifa cuno tautpoco lo haremos de 
otras muchas denominaciones que /uxt. 



v. 



•^ . 
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Vamos ahora á determinar el número y de todas lat permu» 
lociones de m lelrae timada» </e p en p, y :=:[mP/i]. Conside*' 
remos en primer lugar todas las colocaciones que principian por 
una letra a, y que se diferenciant ya sea en alguna letra co' 
locada á la derecha de a 6 solamente en el orden eo que están 
colocadas estas letras. Si suprimimos la inicial a, tendremos un 
número igual de colocaciones de p-^-- 1 letras; y estas serán paten- 
temente todas las colocaciones de que son susceptibles las m— » t 
letras restantes ^, c, cf... tomadas en un conjunto de p — 1 en 
p-— 1 ; representemos su míimero por Q =(m— -IjPfp — 1). Lue- 
go si tomamos estas m— -I letras h^ r, d.„, y formamos con ellas 
todas las permutaciones de p*-rt 'en p-r*! y colocamos por úl- 
timo a al priQcipio 4e cada término, tendremos todas las per- 
mutaciones de p en p que tienen á a por inicial. Con efecto, 
para que uQa 4» estas estuviese omitida 6 repetida muchas veces, 
seria preciso que suprimiendo & a, que suponemos al principio» 
nos presentase el misipo error la reupion restante, y que por 
consiguiente qqe se hubiesen oqiitido ó repetido algunas de las 
permutaciones de piiF'.X en |)-— i délas letras 2», e, </.... 

Hai por consiguiente tontas colocaciones de. m— -1 letras 
tomadas de pr^X. en p---l, como colocaciones de m letras to- 
madas de j? en jí en que es a inicial: este número es por lo 
visto (p. Si con. h hacemos el mismo raciocinio que con a; ha- 
llaremos asimismo Q permutaciones que principian por h\ habrá 
también <? que tengan c al frente, &c... y como cada letra debe 
ser inicia] á su vez, el número que buscantes y está compuesto 
de tantas veces ^ como letras hai 

yz=m<p ó [inP/?] = m[(m-rl]P[fí— 1)]. 

De aquí se sigue que 1.® para obtener el número y" de 
colocaciones de m letras tomadas de 2 en 2, Q es en este caso 
el número de colocaciones de m— -1 letras tomadas de 1 en 1 
6 (p==:m — 1; luego y".=r»i{m— rl). 

2.® Si queremos ahora hallar el número y'" de colocacio- 
nes de m letras tomadas de 3 en 3, p será en este caso igual 
it 3, y (p representará la cantidad de colocaciones que pueden 
efectuarse con m — 1 letras tomadas de 2 en 2, cuya cantidad 
se deduce de y'' con cambiar m enm-r-li 
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.(m — l)[(n — 2};ydeaquÍBarotemo5¡,"'=m;m — 1)(bi— 5J. 
.= Del mismo modo hnlliremog que el tiOmcro de coloca- 

elonei de Us m leua* tomailEa de 4 ea 4 es ¡1"'=: ni[in i:y^ 

1("»— 9Í{'«— 3). y «!í en seguida. 

I Es evidente que para patar de un» de e«Us ecuacionee i 

fb ai|;uieatc, es precúo cambÍBr £ m en m — I, y muliipticir en 

■(Dida por m; que es lo mleino que sñadir í los TacioreB m. 

...el entero qnc stguo al líltimo de estoa niTmeros; y naí 

. B si en coda colocación cniran p letras, este líltímo mul- 

lie«dor Barí m— [p— 1), aogan esto tendrefnoa que 



y=linPp]=m[m—i){m 



-S)....X(m_í,+ O....CI) 

pite den peimui 



1 sdoiero de factores es p. Ahí es que 9 eos 

BitSrse de 4 en 4 d« tantos modos diferentes, t 

p«e el producto de loscuatro factores 9. B .7. 6=:[9P4] = 30!4, 
tiste es el número qae eipresa el modo como 9 personas pue- 
den ocupdr 4 tufures. Atimístno las culocacionea de m coaiui 
lie 1 en I y (le 2 en 2 reunidas coinpünen la cantidad de m+mX 
(m — l)=m', 

nuciendo ahora i m^p, hallaremos al ndmero t de co- 
locaciones de p letras tomadoa de p en p, de modo que todas 

Ue letras p entren en cada término 



= [pPp]=p(p— I) 



= 1 .2.3.4. 



,..:;). 



s de las 7 notas de la cscaU md- 
ü contamos también tos eemito- 



= [mCp]. Supoaganios 



Et nilinera de cotocaclo 
íica BB l.2.3....7 = S040; 

nos halliremos 473001600. 

47G. DftflnninemoE ahora el número X 
Jirentei de ai Ulrat iamadat ¡le p eit p, f = 
cfectuaduB estas z combina cío nos, y qne ei 
mente sobre una linca horizontal , inscribamos bajo la primera de 
«IIbs, todas lnB permutaciones qne puedan efectuarse con In p 
letru do que se componCD, y tendremos una columna vurtical 
compuesta de * términos (ecuación 2). El segundo termino de 
I línea faorisontal, nos dará tnmbien una columna vertical de 
r ténntuosi que cúmpondrdn todas lu permuucíoucs de las p 
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letras comprendidas en dicho término, y en las que á lo ménov 
hai una letra diferente de las que entran en la combinación de 
que hemos hablado anteriormente. La tercera combinación dari 
también z términos diferentes de los otros d:c. Y de este modo for- 
omremos un cuadro compuesto drt x columnas, que cada una tendrá 
z términos, y entre todas xz resultado, que constituyen visible- 
mente todas las colocaciones que pueden efectuarse con m le- 
tras tomadas de p en /?, sin que se Iiaya omitido ni repetido 



ninguno. 



Si llamamos y al número do estas 'colocaciones (ecua. 1) 
tendremos que xzzzzy de aquí sacaremos que a:=-^= ÍL_^ 

z i»rp 

«8 decir 

3: = rinCü]=: — , X — ^ — ^.-l^J 

^•^12 3 p 

Como cada una do las ecuaciones 1 y 2 se componen de 
p factores, la ecuacien (3) tendrá también />, que todos serán 
fracciones cuyos términos serán también enteros y seguirán el 
6rd«n natural, decreciente, principiando desde m en los nume- 
radores, y creciente liudta p en los denominadores. Como por 
BU naturaleza, debe x ser un número entero, tenemos que la Jar- 
iA*da{\) será exactamente divitible por (ü): esto mibmo lo po- 
demos probar directamente. 
477, íí^abcmos que 



m 



m-— .1 m — 2 m — 7-|-T 



12 3 V 

Sea ahora />> 7, tendremos que todos los factores de cuta ecua- 
ción, están comprendidos en los de la ecuación (3) pudieudo según 
esto escribir esta última bnjo la forma 

^, m — q n? — q — 1 m — p+1 

I. Indnguemos o hora si puede suceder que sea x=x': es evi- 
tente que para esto es preciso que el producto de todas las 
fracciones se reduzca á 1, ó que los numeradores formen el mis- 
mo producto que Ion denominadores; y si escribimos estos últi- 
mos en urden inverpo, tendremos 

(m— 9) (m— íj^— J ).... =^(/>— ] )....(7 -J- 1). 






Estoa doa miembros constan de igui.1 nfimero ds Tactorii* 
continuoa 7 decrecientes i ea virtud de esto, si calU factot da 
ua miembro do fueso igunl al que ocupa el mismo lugar en el 
otro, eetia imposible ta igusMad, porque hacha la supresión do 
loa factores comunes quadnriaD en un miomliro foctorea que se- 
tudod elIoH nisyoreB j eo igual número que Iub del olro. 
Y Bií para t|ue la ecuación de arriba tenga lugar, so requiere 
'/=:p, en cu;o caso eetáx^x'; de aquí deducimos el 
iguiente 

[i»Cp]=.lmC¡¡'] siempre que sea m^=p-^'¡: 
100 letras combinadas de 88 en Q8 y de 13 cu 13, dan un nú- 
mero Igual do oombí II aciones; y con ofecto [100 C GSJ tiene por 
numeradores b 100.99. ...90. 88.88,... 13 , y por denominadores á 
l,S.3....13.13....Güi sapriniíendu loa factores coEQunes 13. 14. 15. ..63, 
nos quedará 

l00.0 9..-8!>_)fHi^ig j.^,^ obsen-aoion nos sirve para fuciU- 
j.2.3 12 ' 

lar loa cilculos de li fórmula (í) siempre que sea p'y'im. Mas 
jirouto hellaremoset vntor de lOOCJ que el de 1(IOOG^39913SS. 
Coucl uyamas de aquí que si eacríbiinos suce<3¡ii'Bmenle los 
ntSmeroi do combinaciones de >n letras lomailBa de I en I, de 
2 en S, do 3 en 3.... paiadú que $ea ti término medio te repro- 
ttucirán lo», mümoi vuloreí en 6rden relrigrado. Por ejemplo, 
respecto á U letras, estos mtmcros «eran S, 28, 56, 70, 56, 23, 8 
(Véase la tabla colocada mus adelante}. > 

II. Supongamos que 7:=/> — I; en csLe caso x no tiene aiuo 
UD Bolu liictur mas que x', y según cito tendremos que 

.-.: Jíridll ó[.C,,l = [mC(¡,-I)l.JÍZ:/l±i...(4). 

1.° De aqui SDCBíiios la regla eiguieulQ, que sirvo para de- 
ducir sucesivamente unas de otras la cuantidad de coaibinacio- 
nes de <n letras tomadas de t en I, de 2 en 3, de 3 en 3.... 
Para lo cual le tKnbirán lai dnt urut m, m — I, m — 2-... y 
J, 9, 3. ...con uto» nútaerOÉ rtiptclitai te (ompondrán íat frúc- 






n — 2 



jínahntnte multtplicnrtinoi cada ( 
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de tila» por el producto de todat lat que la preceden, Per ejem- 
plo, cuando se tratan de combinar 8 letras escribiremos f, {, f; 

y tendremos 8; 8.}=: 28; 28. { = 56 de este mismo modo ha- 

llárenios que 8 números de la lotería dan 8 ettrcutoty 28 ámbos^ 
56 temoty 70 cwUefúot y 56 ^intemog. Los 90 números dan 90 
éstractos, 4005 ¿mboft, 117480 temoi, 2555 lOO cuaternos y 
43949268 quinterno^.* 

2. ® Los Actores sucesivos m, i(m— 1], ^m-*2],... tienen loi 
numeradores decrecientes, y los denominadores crecientes, los pri- 
meros son^l; por consiguiente sus productos aumentan sinia- 
teimisiou mientras que el orden i sea tal que nos dé 

JÍ1=!Í+I^1, es decir, mientra» quei^íl^, 

Pero desdé aquí en adelante disminuyen, y hemos visto qué 
los productos vuelven á aparecer cu sentido inverso: determi- 
nemos ahora el mayor de los términos. 

'Primer caso, cuando m et impar. Podremos hacer á i = Í(iH+ 1 )> y 
tendremos que m-f- 1 es par; siendo el último factor fraccionario := I , 
reproduce el termino que precede y que ocupa el lugar ts=^[m — 1} 

y da por último factor á , "'^ / =. ?'t' . ; y b¿í loe Urminoe 

van creciendo hasta el del medio que u repite^ y tiene por valor 

á [wCé(mjtl)]- 

2. ^ CatOy si m ee par, £1 producto aumenta hasta el lu- 
gar tsziín, porque si tomamos á i mayor que esta cantidad, 
tal como i=é(m-f-2] 'vemos que no se cumple la condición 
sentada arriba. Y así el término del medioy es el mayor de todos 
y no te repitey ademas tiene por valor á [mQm] cuyo último 

factor es*!í±i. 

3. ® La ecuación (4) nos da también 



»•■•■ 
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en razón de la ecuación del número 477 y de ser 9=p-— >1,8i com< 
paramos este segundo miembro con la ecuación (3) hallaremos que 

[lm+l)Crií=:[mqp] + [mC(p— 1)]. 



Ameska 

fiaU relación nos eaieSiL á deiJucir, por medio de una iiin> 
pk' «(lición lu combinaciones áe m-^l ieltie úe íqb áe m; asi 
^ que en !a mbla aiguienle llamaJa el Triángutn aritmítico 
H ^ Ptueat cada nkmtro u la tuna líe loi doi Ui-inínt» corrM- 
^BVatuIUnlu líe ía &i(a />rcc«J«nle. Scguu e«ta lenctnoa 
H T.mi> línen....l, t, SI, 35, 35, 31, 7, 1. 

^■Tara componer la G.vu línra, diremo* I + 7r=G, T-f^'^^"* 
HÍl4-35 = 5a, 35+35 = 70, &,c 

^r Esla leí csplica la reaparición de los raiimos Umiiiios en 
senlido Inverso, pues basta que lenga lugnr en una línea, para 
ijn« lonibien se rcprudiizca en la EÍguienle. Sabemos ademu 
deducir los lérniioDs de una tinca unos de otros sucesivamen- 
te (l.°), 6 por medio de los términos dala línea precedente (3.°J, 
íi por líliimo directamente por medio de la ecuación [3} que 
esprcB» el íínnino jmei'iií. 
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8 Aljebra superior. 

III. Sean 1, ?n, a, 6, c..,.6, <i,m, l,lo3 números de una línea; 
los de la siguiente serán (3. ® ) 1, l+m, m-f-'»» o+6v'»^+l» 1- 
la suma de los términos de los lugares pares es l-f-w+«+^"- 
-(-m-f-1, la misma que la de los lugares impares, igual tam- 
bién á la suma de los términos de la línea precedente. Su- 
mando todos los términos de la línea m-f-l» tendremos, se- 
gún lo que acabamos de decir, el duplo de la suma de la línea 
m. Pero como la segunda línea de la tabla de arriba da por 
suma l-f-2-4-l = 4 = 2* f sigúese que las líneas siguientes ten- 
drán á. 2', 2*.... 2"» por suma. Y así la suma de las combinado- 

n$s de m letras es 2^ ; la de los términos de los lugares, ya sean 

pares 6 ya impares, es 2 , cuya suma es la misma que la que 

se halla para las combinaciones de m-— 1 letras. 

478. Partamos las m letras a, 5, c, </,.... en desordenes, tales 
que el número de unas sea m' y el de las otras m", (mz=zm*^m*') 
y en seguida determinemos todas las combinaciones áe p ^n p 
formadas de p' de las primeras letras unidas á p" de las 
otras (p=rp'-f-p"), para esto, efectuemos todas las combinacio- 
nes de las primeras de p' en p\ y las de las últimas ^e p" en 
p"; su número será m*Cp' y m'*Cp'\ agreguemos cada uno de 
los primeros resultados á cada uno de los segundos; y tendre- 
mos que p' factores por un lado unidos á p" factores por el 
otro, formarán las p factores pedidos: es patente, según lo es- 
puesto que estos sistemas cumplirán con lo que buscamos. Por 
consiguiente, su número es 

-X = [m'C/]X[m"Cp"] ....(5) 

En virtud de esto, se nos pueden proponer ahora las cuestio- 
nes siguientes: 

I. En cuántas combinaciones de las m letras a, fc, c.,.. entra 
la letra a? En este caso, es m'=rp* = l y tendremos que 
jr=:(m— l)Cíp — 1). 

IJ. Cuántas de las combinaciones contienen a sin b, y b 
ain a? Ahora m'=2 y p'=l, y según esto, hallaremos que 
JIC=2xUm— 2)C(p— 1)]. 

III. Cuántas son las que no contienen a y & Juntas? Aquí será 
«12= p' =2 y Ji:=:(m— 2)C(p— 2). 



Cuántas son I119 que no contienen ti i a ni ''' en «sle rtso 

= 2 y p'^0, que nOB darán S=:(iíi — 2]C;j. 

De todas ks combinaciones de m letras loniaduile poitp. 
:it£ Gnn los que conlicnen doa de las (res klras o, 6, r.' Ahora 
serán ».' = 3 y p' = 2, y aos resallará X=^3y.[(m^3)C\p— i)]. 
Vt. Sobemos que el niinioro do combinncionea ile 10 kUna 
tomadsE de 4 en 4 es 3I0, eí de eftoB diez letms scparimoü 
tre» a, b y c; podrán proponérsenos Ins cuestionea EÍgnientcs; 
cuíniDS coraljinaciones hní que no contienen ninguna de estas 
tres letras, cunnlSB ean las que contienen una sola, cuantas lie- 

IPen dos de ellas y en cuantas ee encucntian iaa tres; y hallaremoa 
I i." Ninguna de las tres letras 3C0.7C4 = lX3á=: 35 
Ls. o Una sola 3Cl.7C3=:3x35=l05 
■ 3." Dos 3Ce.7Ca=3x21= 63 
W *.° Todas lúa trca 3C3.1CI = 1X '= t 
■ 



Número total de combinaciones SIO 

En cuowto á los pcrmuladoncí Je m ktrat tamadat de p -;i 



t tomadat de entre Int n 
^áejido su nñmero ea Y^A'xi.2.3....;i, Con efecto, basta tomar 
calla una de las X eonihinacioncs , y |>crniutar entre sí las p 
letras quo entran en ella. 

Y ú queremos que cada una de las m' letras elejidaa, ocupe 
en todas las permutaciones un lugar scrialado cúii anticipación. 
los permutaciones que dobcnios efectuaren los dívcrsea tt-rmi- 
I .V nu se ejecutarán sino con ¡as otrus />" letras; y así 



r 



r=zX.l.Z.3....p"=ím'Cp-))i{m'-Pp") 



que las m' letras elejidas, que tienen sus p' lu- 
gares señalados , puedan ocupar indiferentemente todas ellos, 
porque en tal caso, deben lombien estas mismas letras pennu- 
larsQ enlre si en los lugares asignados, j así seri preciso mul- 
tiplicar el producto precedente per 1 .5.3....p', ó 



^ r=(mJ'p-lXK'/>"). 

E/i(t«emoi la* ptraiulaeioniM de p e 

....V, de todos los modos posibles- Quii 



p de ¡ai m Itíra* 

mo8 de ollas fi— i 
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l«trafi, Ules como i, *:,....«; coloquemos una de ella», tal como 
t al lado de cada una de las m — p+l letras restantes «, 6, Cy..,.h, 
y tendremos ía, t6, tc....tA. Cambiemos ahora por turno i en a, 
en b, c. hy y tendremos todas las colocaciones de 2 en 2 de las 
fn^p^2 letras t, a, b..,h. Al principio de estos resultados, colo- 
quemos la segunda letra suprimida A:; Aria, kib„„kih, y en se- 
iruida cambiemos á k sucesivamente en i, a, 6.... y hallaremos 
todas las permutaciones de 3 en 3 de las m— p+3 letras k, 
i, a, b„.M y así en seguida. 

Por ejemplo, para permutar de 3 en 3 las 5 letras a, 6, c, 
d, e, separaremos las dos letras d y e y escribiendo d delante 
de a, by c, tendremos c/a, d6, de; cambiando ahora d en o, 6, 
y c nos resultarán todas las colocaciones de 2 en 2 de las cua- 
tro letras a, 6, c, y d, 

dOy db, dcy ady áby acy büy bdy be, cay c&, cd. 

Solo tenemos ahora que escribir e al frente de cada térmi- 
no de los anteriores edmy edby ecfc....y en seguida, cambiar á e 
en a, en 5, en c y en d: de este modo hallaremos las 60 co- 
locaciones pedidas [*). 

4 SO. Si se nos propone formar las combinaciones d c p en p. 
Indagaremos primeramente las de 2 en 2 : separemos de todas 
las letras dadas á a y coloquémosla delante de cada una de las 
restantes &, c....tal como a¿, aCy ad....y estas serán las combina- 
ciones de 2 en 2 letras, que tienen a al frente. Coloquemos lo 
mismo á 6 delante de r, c/..«., en seguida c delante de las le- 
tras dy «.... que eitan á la derecha, &c. y tendremos todas las 
combinaciones de 2 en 2. 

Para combinarlas de 3 en 3, quitaremos a y combinaremos 
dt 2 en 2 las demás letras &, c, d.... según acabamos de decir: 



(*) Etta teoría sirve para hallar el logogrifo y anagrama de 
una palabra. Estas fruslerías trabajosas presentan algunas veces 
felices resultados. De Frére Jacques Clément que fué el asesino 
de Henrigue IJI de Francia se saca letra á letra C'estl'cnfer 
qui m' a creé, el infierno es quien rae ha criado. Jablonski hizo 
los anagranuis de Domus Lescinia, en honor de Esl^islado de 
la casa Leczinski; y hallo las siguientes: Ades incolumis, omnis 
es lucida, mane sidus loci, sis columna Dei, I scande selium. 
Etta última fué profética: Eslanislado fué rci de Polonia, 




^^ 



en Ee^iáit colocaremos la a delante de caita uno ile estos lér- 
ininoi, la b delante de Iob que no tienen b, c delante delante 
de loa que no tienen ni 6 ni e A,c. y de este modo hullaiemoa 
Ua cnmbinacionea de 3 en 3. 

En jeneral, para las combinaciones do j) enp, (gaíteniep — S 
letras i, A.-.e, y cümhíaeoBe de 2 en 2 las demaa letras o, b, 
e....k', en seguida, coloqúese delante de cada uno de eeíos re- 
aaltaclo) una de las letras euprimidiifi tal como i, hecho esto. 
colá<[uese a deianto de los términos que no tienen a, b delante 
de ios qiic no tengan ni a ni 6.... y de este modo obtendremos 
las cambie ación es de 3 en 3 de Ub letna a, b, e.,.-h é í; colo- 
qúese de nuevo k delante de cada término, y en seguida a de- 
lante de los que liencn a Slc. y así hallaremos las combina- 
ciones de 4 en -1 de a, i,....í, k, seguiremoa lo mismo, haata 
tanto que haynmos restituido todaa las p—Z letras quehabín- 
mod suprimido. 

k Dttarroíto dt la potencia de un poUnomio. 

^F 461. Si hacemos fl:=i'^i;^.... tendremos que el producto 
de m factores (í+oJt'+tJÍ'+O-.w convertirá en (t-J-a)"; 
por consiguiente, el desarrollo de la potencia m de un binomio 
ee reduce í efectuar este producto y á hacer en seguida los 
segundos términos a, b, c...,¡gualesi este procedimiento no* pro- 
porciona la ventaja de obseríar la !ei que siguen los diferen- 
tes términos dol producto, antes de efectuar la reducción. Pero 
hemos visto (niím. 07¡ i.°) que este producto nene la forma 



" + J^'»- 



■ Siendo A la aun 
lo* fsctoren binomios, 
ductoi tomados du 2 
en 3 ó abí+a6(/+. 



+b+c. 



ni-3 



-j \-abcJ... 



loa 

los de JV=a' 
Luego A ( 



áe A» 



... ÜL' los segundos 

ali-{-ac-i'bc+...- de sus pro- 
I 8, C Ib de los productos tomados de 3 
Haciendo en lodos elJoB a = 6^c... lodos 
=a, los áe B seranea', loa de C^a.'..-; 



i a repetida m v 



Respecto á B tendremos que a' debo estar 



repelida tanta* vi 



u producto* de 2 en 2 puedan tbrmarsc con loa ecgnndos 
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términos de los factores binomios, ó B=:o*[/nC2]=:im(m— l)a». 
En punto á C, deberemos tomar á a^ tantas veces cuantas com- 
binaciones de 3 en 3 nos den m letras, 6 C=Jm(m-—l)(m«-2]a' 
y así en seguida. 

Para un término JVa que ocupe un lugar cualquiera n, 

será J^=[rnCn]a^, 

Finalmente el último término es a"" . De aquí sacamos la 
formula descubierta por Newton: 

(x-j-a) =:x -^max +w. -- — a^x -f-m. . -- — >^ 

atx'^^^ ^^m (gj 

£/ tórmino jencra/ €#..., !r=[mCn] a V*"" (7) 

^ es el término que tiene n términos delante de «t, y que reprO' 

duce todos los del desarrollo de (r— -a] con hacer á n = ], 2, 3.. 

Para hallar el desarrollo de (jr— a) , es preciso cambiar 
en el anterior á a en— -a, es decir, tomar con signo contrario 
los términos en que a tiene esponento impar. 

48€. La Jormula (6) se compone de (m-|-l) términos y los 
coeficientes son todos enteros; los correspondientes hasta la 20.* 
potencia los hemos dado á conocer en el triángulo aritmético de 
Pascal. Los esponentes de a van creciendo una unidad de un 
término al que le sigue; y los de x disminuyen una unidad de 
un término á otro : la suma de las dos potencias óc a y x es 
en cada término igual á m; y así (núm; 477, 1. ° ) muUUiplí' 

cando un término por — y por el esponente de x, y dividiendo en 

seguida por el lugar que ocupa este término en la serie, tendre- 
mos, el término siguiente. Por ejemplo, hallaremos que 

(r+oy=a;9+9rtx»+36aV4-84a3j«+126a</»+126a*j*+,... 

Para determinar el desarrollo de (26^ — 3c^)», haremos en la ecua- 
ción anterior á x=z2h^ y u=: — ^c^ y nos resultará ^Z^b"^ 

íSábcmos ademad que en la lormula (G\ 



1.0 Pdsaciy ijuí; sea. «1 Urmino medie, «o reptoducen lo* 
coeficientes ea urden iuversa, y loa cocfícieniea colocados á í^tl 
dislanpin de los estremos íüh igunles: calos «oellcieutea van cre- 
ciendo lisfili el términu medio coyo valor hemos dado [núm. 477¡. 
2, ' Sumando coda uno do los coeficienlcs de ¡a potencia m 
ton el qua le aigoe, tcndtcmoa el coeficiente de la potencia 
^Kfn-f-l) qua ocupará el mismo lugar qae ette último término 

^^núJU. 477]. 

^^H 3. ° La Buua de todos los coeficientes de Ja potencia m es 
^B ^s"* ^1i suma de todos ios términos ya sean do los luga- 
^1 tes pares 6 ya impares de la potencia (m-l-l}, lo miEmo que 
^P M ba dicho ntíin. 477,111, Coj efecto, hagamos í x^a^l; 

y tendremos ijue la ecuación (G) sa reduclrií i" ^ la suioa 

de todos los coefícieates- 

Si hacemoB á *=:l y i a^x laecuaclon [B) ss con- 



I 
t 



(i+í)" ='+"-+" 



Como erla eepresion es rancho uiaa simple que la anterior, re- 
duciremos á ella el desarioUo de cualquiera potencia que la 
noa proponga. Si la potencia fuese ¡.3+ü/" dividiremos el bi- 
nomio por •'i con el olijeto de hacer que el primer término sea 
1, y lo inultiplicsremoa por A"* , para bncer que la cantidad 



so valor =^'" ("1 + — ■^llflcienilo alioia 



» 



propuesta 



esta fracción ^2 recaeríamos en U eeuaciou (G¡. V anea que 
después do haber formailu íoi prorlucÍJi conitcutivut de ioifne- 
tort/m, )(" — I), IC'n— 2!, l(m— 3).,.Begnu hemos dicho (ndm. 
4Í',I.'). tendremos los coeficientes del dfsarrollo.Éerá preciso qne 
cato» loa multipliquemos ou seguida por laa potencias crecientes de 

*. Por ejcmt>lo, tendremos que [Jo+Si/ será (2a,*, x ( ' +— '^ *• 

y haremos en ae^iiída á t^ — Después du 

fracciones f, í, ). |, y pot medio de multiplí 
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liaremos los coeficientes 8, 20, 5C, 70; pasado este término medio, 
los cocfícÍGDtes son 56, 28 y 8. Distribuyamos ahora las potencias 
crecientes z^ «», **... multiplicando todo por 256a*, finalmente susti- 
tuyendo á z la fracción que representa esta letra, tendremos que 

(2a+36)«=256.a»4-3072a76+16123afi¿>+48384a*6-'+90720a*5« 

+ 108864a36«+ 

483. Para desarrollar la espresion (a-|-6-4-r+d.. ..+»)''* 
convirtámosla en un binomio haciendo &-t-c-f-....-f-t=:« 

(a+z)^ tiene por término jencral á [mC a^a^ J^ 

siendo a y /> dos cantidades cualquiera con tal que sean a -f-p^=:fii. 
Pero si hacemos á c+^+ ••••+*=!/> tendremos que ar=6-|-y, 

y el término jcneral de «P=(6+y)'' es [jpC'p]6^y^ 

con la sola condición de quep-f-^i^j?, y la anterior a -{- {^ +9=m. 

Hagamos asimismo á d-]-e+....-f-i=ir, según esto el término jc- 

neral de y^z=i{c+xf es [í^'yjc^ x*' 

Ascendiendo ahora desde aquí por medio de sustituciones sucesi- 
vas es evidente que el termino jeneral del desarrollo que buscamos es 

JV=[mCa].[pC/3].[i/Cy ]....a* b^ c^ i^ a + /5+r+".+«— *» 

sieodb' ai Pi >".... cantidades arbitrarias que representan el 
lugar particular que en sus series respectivas ocupa cada uno 
de los términos jenerales. El denominador del coeficiente de 
JV es 1 .2.3....aXl •2.3..../3X*** tomando tantas series de 
factores como esponentcs haya, exceptuando el último u. 

Sirviéndonos déla analojía, introduzcamos tanto en el denomi- 
nador como el numerador el producto de 1 .2 .3.... t/, este ulti- 
mo, es decir el numerador tendrá la forma de 

in(m— l)...(m— a + l)Xp(p— 1)...(;í— P+l)X7-tt— >' + J^• 
Xt<(u— L)....2. 1. 

Pero como sabemos quc/>=wi — a; tendremos que los factores p, 
p— 1 ...continúan la serie de m{m — 1 ) (m — 2)...ha6ta (p — P + O» 
que en seguida es continuada por 5=z|>— /3; y así de los demás , 



huta H (y>~l)>.-3. 1; poi cooaigmente el numerftdor es la Ecrit 
do lo* fcetorea decrecientes Bi(ni — 1).. lasla 2 . 1, quctatnbien 
podremos eícnbir del modo eiguíentc: 1 .2.3...[m—l]n. Y el 
ténoino jeneral que bDicamos tendrá la forma de 

«■ ftP ,y ,■« 

..(9). 



JV=- 



.2.3... 



..ftXi.*-3....pxi.2.a....j.xi 



L LoB etpanoQtcs <í, [i, Y....toxi lodos las iiiímeroE positivo! 
K «meros que se quieran, comprendidos desde O pora ñrriba, 
^on la liniea condición deque su Bunia sea igual á m, por con - 
nguiente deberemos admitir tsntOE términos de esta TorniB cuan' 
tos sean !m valores que GatisrBgn.n á esta sola condición, cu to- 
das laa combiancionea que con cUos se ejecuten. Et denomina- 
dor se compone de tantas series do fuctoreG semejantes í 1.9.3. ..o., 
1 .2, 3.. .[¡...cuantos sean los esponentes. Por ejemplo, respec- 
to i [a+b-^-c]", uno de los térmiDOs es 



.2.3...IO.n»i>.í« . 



:iS20a'b'c', 



mismo cocñeiente 25^0 afectará tamhien áii'¿i*0 y a'i'c*.... 
484. En cuanto llevamos dicho hemos supuesto que el exponen- 
to m era un número miera potilito: si no fuese naí ignoramos cuSI 
Bea el desarrollo de (l + i)"; tralnmos aliora de probar que 
aun no siendo asi, tendrá siempre el desarrollo la niisma for- 
ma (C) (véase niím. 675, IV). A esto es a lo que se reduce 
la proposición de cualquiera polinomio que se Irnte de desarro- 
llar, porque multiplicando la ecuación (It) por i*" , leiidrcmos la 
eerie de (i+nj.^ó (i+n)"* Imcicndo á xx=;n, este cálculo 
reproduce la ecuación (G), cu cuyo caso queda deniostrada para 
cualquiera esponcnte ni, y scríi por consiguiente aplicable !■ 
doctrina del mim. 4B3. 

Según ctln ai m ; n representan cualqiiiew especie de mag- 
_ uitudea u 



y^i+'^+i-c — ")»'+ 

■y = I +pt + íp(p — I )í • +&C. 



luciendo á ji = m-f-n. 
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Con efecto, sin detenernos en ejecutar la multiplicación de 
los polinomios rey, que darian los primeros términos de una 
eerie indeñnida, y no nos haria conocer la lei que sigue en su for- 
mación, observemos que si m y n esponentes son enteros y positi- 
vos, queda ya probado que xírr^l-f-a-)"* é y=(l +x)'*y de aquí 

sacaremos que ry=:(l+*) = (1+*)'' en este capo, e] 

producto ry, es ciertamente tal como lo hemos escrito , pero 
8Í m 6 n no son enteros y positivos, debe suceder lo mismo , 
porque la regla de la multiplicación de dos polinomios no de- 
pende de las magnitudes que demos á las letras de los facto- 
res. Por ejemplo, el termino en que se halla *' en el produc- 
to xy, debe ser el producto de ciertos términos de x y de y, 
cuyos términos serán los mismos sean cuales fueren los valo- 
res de m y a; y como este producto esi/)(p — 1)2* en un caeo, 
lo será también así en cualquiera otro. 

Según esto, 1 . ® *í el csponente m es entero y negativo^ como el 
valor de n es arbitrario, haremos á n^ — ''^^y ^ será en este caso 
entero y positivo, sabemos que sogun esto y = (l-|-r) ; y como 
jp=:0 reduce la tercera ccuacií^u á ary=il y que de aquí sa- 
camos x=y-^ = (1 +*)"'* =(¿ ^í-r)*^ . 

2. ® Cuando m et /raccionarU) {poñtivo o negativo); hagamos 
^ nz^m, y según esto tendremos que p = Zmy zt/zuzz^; y en se- 
guida será 4*= l-f-;75r+.... multipliquemos de nuevo esta ecua- 
ción por X- y tendremos a 3 = l + 95r+49l9""^ )'*+••• í^^^^iendo 
en ella á y=3m+p=3m. Del mismo modo x^ = l-{-rr+.... sien- 
do rzuAm; finalmente 

x^=i\+lz+¡l{l — 1)2'+ siendo /=/cm. 

Hagamos á A:=al denominador de la fracción m, km., Gl sorá 
entero en cuyo caso hemos probado ya que el desarrollo es c\ 

dt (1+r)': luego x*=(l+r/ y x = (l +r,)'*por ser i=ibn. 

3- ® Si m et irracional 6 trascendente [véase la nota ndrau 616)» 
sean n y h dos nlímeros entre quienes esté compi^ndido el va- 
lor de m: cada término de x = l-)-mz-f-.... se hallará entre sua 

correspondientes en las series (l+s) y (l+«) , es evidente 
que el valor de x está entre el de estas dus espresiones, quo 
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lieneti entre ni una diferencia tan pequeño cuanto queramos. 
Liiego(l^«) Re nproxinta ¡ntinitsmeate í z, i medida qu« n 
_ IB apraxima k m; eeií a. la JifercDCta 6 (1-^i) :=e-(-(i- 
k Ad miímo, siendo la diferencia entre (!+»)" y t '+')'" 
■ tcndremoa que (l+i)"=:{l+t)"' -}.p, y de aquí i 
'qoe T-J-*.^(1 -f-i)"* + ¡3, siendo n y g tan pequeñas cua 
queramos; luego (niim. H3) r^[i-t-t)" , 

/ etponenle ei imajinario, aolo un con 
s eepretionea segiiD las r 



í 



Finalnii 
nio cH el que establece; tratemos 

mas reglas qne las cantidades reales, porque no podemoe for- 
iDBt idea exacta de un cálculo cuyos elementoE son BÍmboln 
representan la imajen de ninguna magnitud; por coni 
puente en este cbbo do hai nada que demostrar (núm. 1S8]. 

ApliquemoB la fünnula [6] i algunoa ejemplos. 



. Para desarrollar i— 



«t + í 



-=— X 



I+fr* 



-, haciendo ík::=i- 



fbmiemosla serie de {i-\.kt) (núm. 482, *■"]• Los coeficien- 
tes tienen por ftrtoros á — 1,J[ — l — |),J[ — 1 — 8) que to- 
dos Bon ^ — 1; eatos productos son altero at i vamente +1 y ^1; 
y de aquí reBuUn esta progresión por cocientes I — kx+k't' 
— jt't'-j- cuya raioa es — kr. Luego 

■ ° =J^/.-L'+g!L'-g2.' + P^....) 

■ ^ + (lx ^(. a^ a" a' " <.» -^ 
^H II. Respecto á ^ (fi'+i'), démosle primero la forma ds 
H|i^/('l + í!^— aV(lTt!í'). haciendo 4 x=:ay. Para desarro- 
llar ahora la potencia i de 1 +»'. compongamos prímenmen te 
los factores de los coeSeientea, i|ua boo i, j U — !)• 1(1 — 2)..., 
ó 5, \, — |. — [ por consiguiente, los coeficiente) son fraccio- 
ne* cuyos numeradores aon loa factores impares 1.3. 5.7.. --y los 
denominadores loa factores parca 3.4.6,8 Luego 

4/(i-t-v'l- 1-1-^— ii¿-4-i-:^-l^-^±— 

VU^J'J— '—-5- ... .— rf A.ri 11.4. 6.11 



18 Aljebra superior. 

y[o:'±_x^^a{^í_— 2.4a* —¡2 . 4 . tía» 1í>.4.6. «<!•"'/ 
III. Del mismo modo hallaríamos que 

(i :í:y) - i+ ¿ + ¿.4 -^2:¡:6"+ ¿.4.6.8 "*^-' 

(a'-t-z*) '* =— ( J-H H i + -4-... ) 

V(i— í^ ) — 1— y— 7 — ¿n 243 75y •••• 

(1 — a)'^^=:l+2a+3a»+4a»+....+(n+l)a'* ....(véase nú- 
mero 489, 3. ® ) 

486. Todos los coefícientcs do (x-f-'o) , cuando m es un nú- 
mero primero, son múltiplos de wi, fuera de los de o; ya; 
con efecto, la ecuación (3) del niim. 476, nos da 

1.2.3...../>X[mCp]=OT(m— .iVm — 2 [m — /J+1), 

y como el segundo n)iembro es múltiplo de m, debe también ser* 
lo el primero; suponemos que m sea un número primero y ^^; 
luego según esto m debe dividir á mCp. 

Del mismo modo probaremos que todos los términos de 

(a+6+c ....)*'* , son múltiplos de m, exceptuando los a*^, 6"*, c"* ... 
Representando por K un número entero tendrcnjos qu« 

{a+h+c+ ...f =a"* +6*^ +c"* +....+mJr. 

Si hacemos ahora en esta ecuación l:=a = 6=c represen- 
tando por h el número de términos del polinonuo hallaremos 

que h * :=zh'^mK; y de aquí sacaremos que /i"* — A = á un 
múltiplo de m, ó —2 =: entero. Luego si el número pri- 

mo m no divide á A, deberá dividir á (A"*"* —1). Este es el 
teorana de Fennal, cuyo enunciado es el siguiente. 5i el entero 



la ^i miillipío del número primo 
par li E» lit unidad. 

Eslc tieorcina puede tamliicn e 



tal c 



reila de la ditüíon de 

rse ilel modo eigtiientei 
o 3i/....Len<lrcmos que 
ae m debe dividir i uno 
da la división de fl' 
número primo ^3 y 



A""' — 1=(A'_1J(4''+|); ya; 
de estos fuctoreE; es decir que li 
|)or M ca ¿;li FÍempre que m s 
9=í{ín— IJ. 

fiílrariTon de /ai RnjfH 4.a y 5.a 
4fl7, Los procodimicntiis qiie hemos presentado (íiiimeroB 68 
y 87) psra estracr las rnices cuttdrndn y cúbica pueden Hm- 
tiien apHcBTse & todoB los grndoB. Por ejemplo pura hnllnr In 
tríz cuarta de 54ai<!4, te presenta re moa por A la cuarta po- 
tencia mnyor contenida en este nrímero, pur a las decenas 
y por b las uiiidadoa de la rniz. Scgun estos datos, tendre- 
nioB que J^{n + fc)'^ii'+4o'6 + ....el primer término a* ea la 
cuiirla polencift de la cifra de las decenas, á cuya derecha eo- 
locaremüs cuatro ceros. Por consiguiente separando las cuatro 
primeras cifrus 6464 de acia la derecha, veremoa que los otrna 
dos restantes 54 contienan la cuarta potencia de las cifras de 
las decenas, consideradas como unidadea simples; y como sabc- 
moB que 16 ea la cuarta potencia mayor comprendida en 54, 
se prueba así, que siendo S la raii cuarta de 16, dicha cifra ea 
la de Ibh decenas. Restando ahora 16 de 54, y colocando al lado 
de esta resta las cifras separadas anteriormente nos quedara 3118-164 
cuyo cantidad contcndrí las otras cuatro partes reatantes de 
{([_|_i)t & 4ii*6-(-6a'6'. ...Pero como el térmÍuo4a'6' ePlá termina- 
do por tres ceros, procedentes de Q^ sigúese que separando las trea 
cifraa 4G4; los rcstontes 388 contendrán á 4 veces el producto de lae 
unidades ¿, por ct cubo de la cifro 2 de las decenojí, consideradas 
como unidades siroples. ó 4X8b^3!i: ademas, 383 contiena loe 
milns que producen 6a'6'-f- ...Por consiguiente, el cociente 
lü de 3G8 dividido por 3!, será el valor de b, 6 "^b: ee pre- 
ciso pues, qui? reduzcamos 6 á 7, 6 la raiz & 27: esto lo podemos 
comprobar del niismi> modo que anteriormente lo hicimos con 
la miz cíiiiiea [vense lomo 1, mim. 69), pnrn esto formare- 
nies según aquí Bo espresa, la cantidad 6 (4o'+C<i'6+4ai'+í''), 



so Aljti 

Hecho cato, hoJlaremoa la lei-la 17Ü?J. Para estender n 

■;>roxiinB.cion escríbremos á la ilereclin tic cate numero cunlro 
deloacuolei Bcparin.-aioB los tres priiiieroa, y Jividitcmoa < 
guilla & 170230 por 4a'', haciendo a' ^£7, y cúiuo 4a'>=4 
iaíi'6-(-lSaí''+4l'*; vemofl que para Tonrutr esle divisor 4> 
preciso añadir 6a'b-\-Sab''^-ab' i la pgrte escrita moa i 
entre paréntesis, &c. 

54.G4U4 1 S7,2 



3U8.4IÍ4 ]IiG 



n 0¿M 343 . 



2.= divisor.... 7873S = 



F^cilmtm 



de cEie cálculo. 
19 joi][;ral sea giuü f 



cómoda para hallar cada divisor parcial, 

10 el grado do la rail ijiie vnmoB á (.■Btraer- 

488. Luí tablas do loga ritmos fucüitan muchísimo la eati 
cion de las raices; poro este métudo e» insuficiente, cuando 
nemos que aproximar las raivea mas de los b'ruites que a|< 
Eaii «sl^ie tuliluB. En cuyo ca;io, hacemos uso dol proccdiioienl 
siguiente. 

1. Las series (11 del niim. iS5) sirven para 
oes cuadradas con uaa gran aproximación. Para hallar la vJI 
deacom pondremos á A" en á'w parles tales coma u' y ^ 



n cuadrado exacto, y muy graní 
rá \'JV:= \/{a^+i'], cuyo valor 
1 serie roui convarjcntc. Sea, po 
I pide, la de \J2. t 
— }, haremos á it^3 j 
eeguu eato tendremos que VG=:3[1 — Vi — sU— O Paro hacer ijU 
esta sería converja con ma« rapidez, toiiiaremoa li 
ros términos, que noB dan 3,G2'J, y comparando á 8 el CUadl 
de la anterior fraccian, liallaremou <jue 8^[2,8!l>]> 
(te donde concluimos que 



las cuales la primara i 
teapeclo á la segunda; 
hallaremos por medio i 
ejemplo, la raíz que s 

k\/8=a</'í. j 



vs=v.w(.-yi;)=.,o 



IG427 1 247784; 



nnalTn>>iite,tomiiniIolaimtBd hiilJaremoH[]iieV3^I,4l4!I356!S99t. 
Las tatlns! di^ ioguritmos nos dan In pninera aproximacioD 
que se aiTitientit en seguidn por el inHodo ripaesta arriba. 

ÉTeniIruinmi ciiidadu d': ociiservnr todos loa rérminu» de la 
TÍe que \iieg<> de icduciduB á duciíaaleii. tienen cifres (igníGCB- 
iat> el) el Orden de laj que queremos L'ooüen'ar: pot coiíaiguíente 
ei primer térnúiio que dt^^pretienii» en el reauUadQ debe princi- 
piar por O,O0i}0aQO....haíta un lugar moa avansado que el lugar 
de la aproiimucion qae se nos pida. 

I Para poder mirar el príocipio de una ecrie como que for- 

na un valor aproxiitiado de tu totalidad, e* necesario que eela 
jfcrie wa connerjtnUe (véase el ejemplo del núiii. US]. Peto para 
Mt" no CB suficiente el que los terminas iiiicinlc* decrezcan, 
^Kjue podría mui bien suceder que mas adulaute, priiicipiniea 
loe términos á aumentar y eíguieiten siempre «unieutaiido. Para 
conocer eíto, tomar^moj el lirmino jentraí T, ú el Lénnínu n 
de la Bcrie; cambiaremos en seguida en eu eípre^iou á n en n — 1 
y dividircmoa por este lesuIHiJo; el cociente scrS el factor que 
multiplicado por el valor del termino que ocupa el lugar [n — 1) 
nos dé el valor del termino n, f aeguii «ea este faC' 
lor ^ ó ■< 1, utis re»>illnri que la serie será creciente b men- 
guante en «ale lugar. Pm-ii que ¡a terie len cimverjente haiía 
ti in/inilo, rt nccemrio gue ttle /íictor lea ^í, «un ctumdo m' 
pongamoí rnui grande á o. 

Asi es que reípecto £ (i — a)"* , hallaremos por medio de \a 
1 [4} del nilm, 4T1 que el cociente de iiue hemos hubla- 



) arrit» es. 



«— n+1 



: este es el fai^lor que cambia el 



tirniluo que ocupa rt lugar [n — 1), 
n (niím. 4US], Hagamos esla rruci:i< 



■II el que i^irupn el lugar 
I ^t, y tendremoa (jue 



.(«. 



'Dn 



Y así es "que tan piouto como llegumoa á ci 



f lufiw, estamos seguros que la (ürmiila del binomio ea ccn- 
njente ha-iU el infinito: es converjente desde el principio, Fiem- 
I que SEon 'i<ij in<l que es el miMiao taso quo he- 
» Inihido arriba. '' 



que ea la del seno ile x (vússfl mím. 587), cdi 

n— I, dividiendo Síc. haliaretnoB quo el líiclor queiirvc pan 



pasar ds un tériuino b.1 que le s-igue t 



(■:n— *)[an— I) " 



donde deducimos, que pura que baya converjencis, ep precín) qi 
■ea [Sn— S](9ii — 1)5*3:': haciendo á 5n.2ii>i', ú ü «>4r, ■ 
remoa que la condición queda satisfecha desde quu n^Jz. 

II. Supon^nmos yn conocido un valor nproximado. tal coihq 
a, de Id raiz del grado ni de un número dado A*, cuyo ntimeni 
lo hemos dcECompueslo en n™ y 6; la corrección r que debcri 
efectuarse en a seri muí pequeña. Sen pues 



JV-rsa" ±ib y n/JV= 



de aquí que n +6=:[/7-^r)"*; suponemos que 6 
pequelíoa respecto á a; n dcaarrolinnios esIaB espre- 



GÍendo m,A'A" loa coeñcientes de la ecuación (6} nrtm. 4tl, 

Para hallar la primera nproximnciun, despreciemos lostérminea 
pequeños en que se hallan i', »■>..., y según eeto será 6 = Bnr " 
de aquí sacaremoa, con inuí corta diferencia, la corrección z. Sus- 
tituyendo ahora este valor de x, en el tÉrmino A'ia y dea- 



preciando los siguientes, obtendremos otr 
DOS dará el valor que deseamos mucho 



luevB ecuación, qua 

B aproximado 



Sustituyendo esla canlidod en la esprosionV^=i4i'. "os dt- 
rá la rail aproximnda de Jf. Por ejemplo, cuando in=;2 y 3, 
biU aremos quo 



í/A-=\/tii' + 5) = o4:. 



ni. 



ah 



— !¡a>+JV 

Es miiclio maa rápida la aproximación, hncii;ncli> \iio niucbaí 
„.^ sucBiivas de tselaa ttirnmlns, como lu b&inuii ejecutada para 
pallar el rslot de ^0. Túrnese í a = 3,üi de aquí sncnremoa 
_ ¡pe o»=7,81 y ¿=-{-(),lG, y «egiin esto ^8=:2,8 + iR!b=: 
i l.üaa-lS; liacieiiilu en Bpgitidii a o=2.H2fí«, haÜnremua ol va- 
lor de a' y do b; y finalmeutc el misiiio vulor de yS 1"^ el 
liu liado aiilQciurmonte. 



I 



De io* A-ii 



Jl^railiil, 
numeras Bsurndúa á 



el nombre d 
■den 1.1. I. 1. I. I. I. I. I. I 
1.a. a. 4, 5, 6, 7. 8. 9. 10 
1.3. B.IO. Ij. St. :;8. 36. a;,. 5á 
1.4.10.20. 33. ú6. H4. 120. I6.<>. 330 
1,5.15.35. 70.136,210. 330. 4D5. 71S 
1.6,21.5(1. 196.252.41la. 79S. 1287.2001 
l.7.S8.Q4.3l0.4S3.e34. 1716.3003.5005 &c. 
Ved KiiiJ la lei que eigtien estos números: Cada término 
tí l/t luma de ti ¡/tie tMá á tu izquierda, turnado con el guettlá 
rníima: Í00¡^lt07+'I5. Comparando esta jeneraciun coii U 
del cuadro de Ift p.^jina 7 concluiremoaque los uilmeroB mn los 
mismos, pero que celan colocados de diferente niodii, utia linea 
fit\ cuadro cita il», lal como i .7.t'l .35.... es en el cuadro da 

arrilia una hi¡Hitunuea; por consrguicnle temlreiiiüa qoc- >,. 

T=imC{p — IJ] ecrá el valor da lui lérm.iio cualquiera del orden 
p, á lomado en la línea p y sobre la liip»lonuta ni. 

Uoii^ide romos aliora dos líneas coufiecuiivas lales como la del 



, I .a.... 



i/.r.i 



. ° Súmenlos todas ««tas 
lT-l+»....r+.+ l. 



,.,«;= (2+r,Si=KH-., r=S+(... 



y nos itisulloiá que 
, quu un Itrniino cual. 



S4 Ai.n 

qaiera T. « igu»! S In *uma i1p todi* los i¿nniiin« 
precedente, ]i!i"la ul / nne ee halls en la nii»ma en 
bien, que tt lirmmo jmtral del arden p utí lírmino 
d*t Órdtit p — I. 

9. ° Veromoí ■límisino, que un Uiintita cimf^t^m e« la «w- 
ma de la columna precedente liiuilada en el mismo ¿rile». Bita 
teaulta de «tue la cuttimJia p ntá farmuila de I04 n 
númiroi que el arden p; |>nrqiip estos térnijnon aun loi 
«e rejjroiluEen dedos en dos oti In micnia bijiotpniír'ft, coiot 
Wtan á Igual ilUlaiicia du loi cstrcmos, (véase |iáj. 5, I). 

3. ^ En iTDR misT»a hípotenuiti, los tírminos van icupudo 
iin lugar coda vee niaa avanzado nn las líneas conseculUax 
tales aun T y >. Si 7" es el n túrraÍJio áe\ 6rden p 6 m ba- 
ila en la n columni y la p linca, ■■ 8[>rá el (n-f-l] tirniina 
del firden p — t; el término de la línea precedente ea d 
(n-)-S) del érdea p — ?: |>aru sseender linsta el segundo árdea 
1.8.3. ..m. «B prcci.<o añadir al lii^r n el vatorp — S. qne os Ik 
diferencia entre los dos órJent-e: es decir que ol término o» 
que seEnla el número de la hipotenusa, se halla ocupaad* el 
lugar "+/> — 2> 

por coníigu ¡ente la ecuación T=.mC[p — l)se convierte en (pij. *) 
r=[Cr.+;>)CV— 1) íi Ci«_ i )].....( lOJ 
« + 1 n+S «+p-g _ p p + 



6 r=_.. 



p— ' 



n— l 



deurroltando por la ecuación [3} pSj 4, jp tomando loa hcto- 
reí del numeriidor en érden inverso. Se da la preferencia k Ik 
primera 6 & la aegundii de eslas eapresiones del Urmino jtiht, 
ralT, Hegun sea p< ú >n. También se veri ñ en aquí qusel» 
tíroiino del orden p, es el mismo que el p del útden n. 

Suponiendo áp=:3,<,5 tendremos que 

3.« 6rdon 1.3. 6.J0....T= in{n + íl = [n + l]C2; 

4.« ... l.4.10.S0....r=l-i(n + ')(" + 2)=['»+«)^l 

S.« . . . I.5.15.3S....r=/.«¡„ + l)[„+...)j„ + a) 



t 
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FaradeMirollirá (i+a),"* tsadremci (,oúm. 4M, *. " ) que 
j,— ft, ihCA+i),— yi[A+l)íft+2).... 
in los coeficienteBí cuando el capónenle A es entero , cates fac- 
tores se hallnn comprendidos en lu ecuación [10] en la cu&l 
debemos sustituir h i p; y así loa coeficientes Buceaivos Túa 
U potencia —A de un binomio, Eon la p cotuiUDa, íi ia pU- 
de nuestro cuadro, con siglos altemstivos: 

±T=(ft+n— S)C(A-l) ó C (n_l). 



Por ejemplo [r± a] suacoeficionteBst 

i-±.r' 



(»: 



") 



ni T 


+ IT 1 


1+5 


3^: 4 


1 +3 


6+10 


• T 


10 +20 



+ 1 



Para liallar el Urmino tamalorio E ó la suma do los n pri- 
TOH tciniJnosddñrdeii;?, en el cuadro niíoiero 480, basta (l.^J 
knUar ti n tírmino Jet urden p+1 , es decir, cunbíar en ia 
ecuación (10) i p en p+l. 

Si cDDiiiararoos los términos Ty I, y S bailaremos que 

^r=mC(p_ll, £=(«— 1) C[p— 2] y S = [w— l)qp_l). 
Deíarrollanda y reduciendo según la ecuación 3, núm. 47G 
adremos que 



(11) 



Eetss íúrmulas airven para deducir uno de o 
'amento los términos que componen, ya sea la li 

ejemplo, p^6 uosda T= 



n+4 



' I" 

la » coliiiuoa. Por ejemplo, p=6 uosda T=»2^^^ X &'• Ha- 



ciendo ahora á n=3. 3, 4.... hallaremos 1, i, J. ]-■.. que aeran los 
multiplicadores Je cada término S del acato urden, que den al 
pruducio el ti-rminu siguiente 7. Cuando n=:7, hallarcmus que 

T^ '"'*' X' no8 da J.l, |.... por Tactores pars TioBot de un 

_ Icrinino I de la rállnia columna al siguiente T. 

Si en la ecuación (II) cambiamos á p en p+l, á Tea 



26 AljebbA superior. 

S V & í en Tse convertirá en S =PÍÜirI>cr, cuya ecuftci<» 
^ P 

espresa la suma S de la serie del orden p hasta el n tép- 
mino T. Así es que en el sétimo orden s =iln+6)xr; la sé- 
tima serie, comprendida hasta el noveno término 3003, tiene por 
suma & 4X15.3003 u 6435. 

490. Hemos tomado por oríjen de la tabla de arriba la «en» 
1.1.1..,. tomemos ahora á 1 . ^ . ^ . ^...« y sigamos la mísana je- 
neracion que en aqueUa; el segundo orden será la equidiferen- 
cia 1. l+S-l+^S-l+S^ y i^de los demás órdenes, se- 
gún se espresa en el cuadro siguiente del cual d precedente 
no es sino un caso particular. 

J.er orden 1. $• S* ^* S^-*-' 

2.O. . . . 1. 1 + S. 1+2S- 1+ 3S. 1+4S — 

3.«>. . . . K 2+S. 3+3S. 44- 6^. 5+10 s 

4.«>. ... 1. 3-1-^. 6+4^. lO-í-lOs. 15+«)^ — 

5.0. ... I. 4+^. 104.5^. 2o4-15S. 35+35S: 

6.0. ... 1. 5+ S- 15 + 6Si 35+21 S- TO+56^ 

Es evidente, que todos los términos tienen la forma de 
7=*A-|-B^; y comparándolos mlmcros á los del primer cua- 
dro, veremos que A es el término que ocupa el mismo lugar 
n en el orden precedente p— 1 y que d factor B es d téi- 
mino del mismo orden p en el lugar precedente n.— 1. 

T=:n termino dd orden (p-i-i)-|.[(n.— 1) termina del 6rdenj»]S, 
r=[(n+p-3)C(n-2)óqp_í)] .(J^^+^), 

r=(n-i)^.ü±I .ü±f =5 . (P:rl+^\, 

^ '2 3 p—\ \n— 1 ^/ 

Tal es el término jenercU de esto último cuadro. El térmú' 
no sumalorio Z del orden p, es el mUmo que el término jeneral 
del orden p-{-1,como anteriormente. Por ejemplo, si p=r 3 ten- 
dremos que para el tercer orden será 

7'=n+Jn^(fi— l),s=X'*+l)[l + U(''— 1)1- 
Si en la tabla de arriba hacemos á %=:2, veremos que 
ios cuadrados 1.4.9.16 se derivan de Ja progresión impar 



I.S.5.? : 1k BCgundn 

tabla anteriot & %^3, & 
1 . a .2 . s . 
1.3,5, 7. 






. 7 . 10 . 13... 
. tS.SS .3S... 
_3<t — I 



£=i 



n-f-I tn — I 



a el laJo aí (lig. I] d(^ triángulo alm en n— 1 
partea iguales, en los puntos b, ti,/,..- y liramoB las líneas be, 
<¡e, fg... paralelas á tn base Cm, tendremos que estas loiijiludes cre- 
cerán como los Dúmeros I . S . 3 . 4....SÍ hecho esto, colocamos un 
punto en a, ^s ca b y c, Z sobic de, 4 Bobre^..., la suma de 
«stos puntos, prínciiÑando desde a, es sucesivamente 1 ■ 3 . . 10.,.. 
y el iriángulo alm coulendrá tantos puntos cuantos seüale el n 
tcrnano de estos Btímcros üc tercer orden, por cuya razón w 
Lan llamado números triangytlarct. Estos puntos estarán equidis- 
tantes siempre que el triángulo sea equilátero. 

Asimismo si en un polígono ie m lados, tiranios todas las 
iliaganalea que flc puedan desde uno de sus ángulos i , y en 
seguida dividimos estas líneas y los lados que forman el ángulo 
a en n — I partea iguales; y después unimos por medio üe rec- 
tas los puntas que en cada línea ocupan el inisiDo lugar, for- 
maremos n — I polígonos, que tendrán todos el ángulo en a co- 
mún y m — 2 lados paralelos. Loe perímetros ilc estos poligo- 
noH crecen como los niímeroa I .3 . 3.4..,. Si ahora colocamos 
un punto en cada ángulo, otro en medio de los lados paralelos 
del segundo polígono, dos puntos en cada uno de los lados paroleloa 
del tercer polígono &c. estos ludos irán conteniendo cada ves I .'.t.3..: 
puntos mni, y oí contorno de los m— 2 lados paralelos contendrá 
nt— 3 puntos mas queel precedente. Hagamos á %=im—'í, y 
tendremos que el arca del polígono propuesto contendrá una 
cantidad de puntos (equidistantes, stcmpre que la figura sea re- 
gular) espresada por el n término de la serie del tercer íirdcn 

qiio se derive de la serie I. S- 3$- ^i Esta es la raxon 

poi que se bonUaaiiflo Cuadradoi, Fmtagmvila, Exagonalti..', 
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á lofl nuracroi de esta serie, cuyo término jcnen^ y sumatorí^ 

hallamoe ya cuando hicimos á ^=2, 3,4 üm=4, 5, 6 

En jcneral, se llama números poligonales á todos los del ter- 
cer orden, porque pueden calocarse equidistantemente en el 
área de mía figura poligonal. 

Si este mismo raciocinio le estendemos á an ¿ngnío trie- 
dro, veremos que la serie 1 .4. 10.20.. c. representa la cuantidad 
de puntos que sobre planos paralelos podemos colocar en él, 
por cuya razón se ha dado á estos números el nombre de Pir 
ramidaUs^ Los números Poliedros componen las series del cuarto 
orden, cuyo término jcneral y sumatorío sabemos determinar, 
con hacer á |7=4 y S. La jencralizacion de estas nociones por 
medio de la analojía, nos ha inducido á comprender bajo la de- 
nominación de números figurados á todos los que sujetos á la 
leí del número 489 estén comprendidos en el cuadro preceden- 
te, aun cuando pasado el cuarto orden, no puedan realmente re- 
presentarse todos estos números por medio de figuras de Jeo- 
metría. 

Sobre las permutaciones y Combinaciones en el caso de no ser 

iodos las letras diferentes. 

492. Efectuemos el producto del poli- A fl+6 +c,...,.. 

nomio a+6-j-c... multiplicándola muchas '*+^ +c 

veces por sí mismo, y teniendo cuidado de jj oo+oí+ociiZ 

escribir en cada término, en primer lugar &a--6¿-f-5c 

la letra del multiplicador, dejando siempre ca'\' ch^^^ce 

en su lugar las letras del multiplicando. ' ' ,' ', ' . • * * * 

6aa+6a6+5ac (-66a+6^6-f-66c....+6ca+6c64-6cc 

caa-f-ca5-f'^<^— • +c6o-j-cW+c6c. |-cca -j-cc6 -f-ccc. 

El producto B se compone de los colocaciones que pue- 
den darse á las letras a, ft, c... tomadas de 2 en 2; el pro- 
ducto C son las permutaciones que pueden efectuarse con las 
mismas letras colocadas de 3 en 3 &c. sujioniemlo que una mis- 
ma letra pueda estar repetida en cada térmico 1 .2. 3.... veces, 
y así de los demás. Con efecto ¡xara que en el producto C se 
hullatfcn repetidos dos colocaciones de 3 en 3 letras en iub que 
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a (bera iniciil, ó que ae tiubiese oojiliila un» de eeUs colocs- 
CMiica, eiB. preciso <iue el uialemn de las dos Ictru que siguen 
colocadas i la dercclift de a, eatuviese repetido << se hubie«c 
(amblen omitido en la colacaciou de S letras perleuc cíenles 4 
los ptoilucloa J3, 

El producto B tiene m términos cb' cada línea, y m liiieae^ 
Bicnilo m el numero de tetras a, ii, c... ; así ea ijue hobra m» 
colocaciones de dklias letras tomailns de ! en S: el producto 
C tiene in lineas y encada una Je ellas «'términos, que com- 
pouen en todo él m' culocaeionca de 3 en ^....finaltricnte m" » 
Ja cunniidail de permuüvionet flu* «e putden efectuar con m le- 
trai, Uiinadat de n tn d tiempre ijue cada ¡tira putda hallarle repe- 
tida en lot rctMllai\o$ l.S,3..., y hatla n rccci, puede ademas eer 
n^nt. Por ejemplo, 9 eil'rta lumodaa de 4 en 4 dan 9', ó 6561 

luí suma du las colocaciones que pueden darse á m letras 
toiiiadua Aa I en 1, de 2 en 3, de 3 en 3 .... j de n en n, es 

m+'f+m'-.-.m", 6 " "— ■ Con j cifraH tomadsE do I en 1, de 

Lac» S, ú de 3 en 3 juntuf, podremos escribir la cantidad de Dú- 

■p"-" cqifceadQ por el íalor de {(i° — 1), ó 155. 

, Sean n dados A, B, C... que cada uno tenga. / caras 

■cSaladas con las letras a, h, c un tiro de éstos dados 

producirá un sistema tul como uíiiicc.... Si ahora tomamos el pri- 
mer dado A, j hacemos que presente suecsivamenle todas las 
roa, sin cambiar en nada i lija otros dados, el sistema jugado 
I pfoduciri otros/ sistemas, así ca que los n doilus elejidns 
af veces mas resultados qua los oíros (n — 1) dndos 
', C....iuege dos liados dan /> suertes, 3 dados Ami /', 4 dado i 
...•j n daJot COI» f rariu, cada una. producen f" «uíríf». En 
lo espucElu se miran como diversos, los resultado* idén- 
. siempre que lea produzcan dados dirernntes. 
Si ei ptimei dado licnu / rnr.is , el acgnndo f, el teroern 
.... lendicmoB que el número de suertes os/X/'X/"--- 
K'-401> ütito m plazas vacaoiea .1, A( 6'....las que se trata» de 
r ocupar por m luirás, á saber, a plumas por o, (i plsíOd 
r b 3c.Q. IiidagueiDus uiioca de cuaotiu! moiluf puttdc haLcrsc 
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esta distribución. Es evidente que para colocar las a letras igua- 
les á a, es suficiente oí tomar un número a de las letras Ji, 
B, C... é igualarlas á a; esto se puede hacer de tantos iBodoe 
como veces sea posible igualar á a el ndmcro a de las letras 
j2, JS, C...; es decir que [mCa] espresa la cantidad de nodos 
que hai para hacer ocupar las & plazas entre las m ^ue «e ha- 
llan vacantes* 

Hecho esto quedan aun en cada término iii-«- a plaüsas va- 
cuantes, de las cuales las ^ pueden ser ocupadas por la letra 
b de Untos modos cuantos espresa la fórmula (m-— a) C^: el 
producto mCaX(m— a)C0, indica de cuantos modos pueden 
distribuirse el número a de letras iguales á a, y el de ^ igua- 
les á by en las m plazas vacantes. 

En las m— 'a— *-3 plazas que quedan por ocupar, podre- 
mos colocar el número y do letras iguales á e, y cada término 
producirá un número espresado por (m-^a— **-/3) Cy.... dsc; y 
así hasta que ya no qusden plazas vacantes, esto sucederá cuan- 
do ya nos resulte ¿00=3:1. Luego si queremos distribuir los 

m /actores a^ 6* c^ .,. de todos los modos posibles^ b formar todas 
las colocaciones de que son susceptibles ^ el valor del resvdtado 
estará espresado por el valor de N, fórmala (9) núm. 483, que 
es el coeficiente del término jeneral de un polinomio. 

Por ejemplo los 10 factores a^b^c^d forman el número de 

permutaciones espresado por JV'=-^^—*-^^ — ^ó 12600. Las 

siete letras de la palabra dividir pueden colocarse de 420 mo- 
dos diferentes. 

Este mismo coeficiente JV, espresa también cuantos joa los 
lances que con m dados, cada tuto de í caras^ pueden producir tm 
rebultado dado. Porque si estos dados tienen en sus/ caras escrítaa 
letras las a, &, c....y si queremos que a de estos dados presenten 
la cara a, esto será lo mismo que si un número a de letras igua- 
les á a debiesen colocarse en los lu<*ares cuyo número fuese m; 
lo que nos da por resultado mCa lances para producir el nú- 
mero a de letras iguales á a. Para que el número 3 de loa 
m»a dados restantes presenten la letra ¿, ca preciso también 



hacer «gne eata ktn b nciipe (I plusna de lu in<^a vscanteí. 
tcgiin esto cada uno de loa reaultndos preccdenles producirá, 
(m—.^] cp de ostoa líltirnog y así en seguida. 

494. DetciminemoH ahora lat eombinacivnit ile tai Ittrai lu 

b, c admüietvlo que cada fiut^r puede hallaría muc/uit veeei 

en lot d(fer*tiUi Urmiaot ¡como- lo henios liecho en el ntíin. 492 
con la única diferencia de que aquí ea iodifercDlc el orden de 
los factures). Mullipliquemos por si mis- 
mo muchaa veces sucesivas, el polinomio n-f- A-f* '"i" ^■•■ 
«-(-í'+r....no tomando por íiígtor de un n-f- 6-f- c-+- J... 
término a,b, c.-aino los lérmiuoa dul aci~j- bb-^ cc-^ dd... 
mulliplicnmlo qiie ae hallen en la nús' -^ ab-i- £c>f- ed... 
ma columna ú á gu iiquierda. Es evi- -J- ar+ bd... 

dente que tcndrcmoa poi Tcaullados su- -f- ad.,. 

ceaivos las combinacíoueB pedidas de S tiaa'^bi/b-^'ii<;-\-dJi¡... 
en a. de 3 en 3.... +abh + bei:+(dd... 

En cuanto al número de combina- -f-aofi+ací + MJ... 
cionee vemos que cada columna de un -i-bbc-^-add... 

producía contiene tantos términos cuan- -^'abe-^^ccd„. 

toa bai en la columna que está encimn, -i-aac-i- &c~.. 

maa Tos que hat en lae que están á su 

izquierda. Si 1, a. p, r aun loa nilmcros de términos de 

las columnas de un producto, los del produclu siguiente serán 
l.l +«,, I+a + í3, l-f-1+By. Esln eerio se anca do 
I . a . Jí— ■ siguiendo para su formación la leí de los número^ 
figurados [núm. 4n9], Inego, respecto á ¡as combinaciones de S 
en 3 tendremos que los columnas Guccsivaa contienen t . S. 3 . 4.... 
términoa; en las combinaciones de 3 en 3 los mismas colum- 
■ai tienen 1.3.10.... términos i y en jeneral las combma- 
rioncs de p en p tendrán tanto térmíoo cuanto eipreae la serie 
del ¿rdoii p. El ntímuro total de combinaciones , 6 el do tér- 
minos de un producto ee igual á la suma de la serio eslendida 
hasta la segunda, tercera, cuarta columna segiin aean I, 2, 3.. .le- 
tras lait que se tratan de combinar: cuando aon n les letras, es 
prcclsu que sumemoe los n primeros términos del orden p; es decir 
que tomemos el n término del 6rdcn;i-4-t. Aíí es que ]u ciurntidiid 
p A combinofionei <¡e n Utnt lomadaí de p en p, tupvniendd gae cada 
a pveda hallarit cwnlcnida en ella* i, 3, 3....p vícm, utfua' ai 
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n término del orden ;>-f-^- ^^^ consiguiente, es preciso que en la 
ecuación (10) del numero 489, cambiemos (l p cnp+l; y según 
esto tendremos que 

T=z[(n+p—l) Cp ü C(/i— 1)]....(12); 

2 3 p *^ 2 n— 1 

la cantidad n puede ser>,= 6 </>. Por ejemplo 10 letras com- 
binadaí de 4 en 4 dan 715 resultados; 4 letras combinadas de 10 
en 10 dan 286 combinaciones. Vemos ademas, que n letras, to- 
madas de p en/», y p-— 1 letras tomadas de n—\ en n— -1, dan 
cl mismo numero de combinaciones, porque podemos introducir 
en el valor T áp— I en lugar de n, y n — 1 cu lugar de p sin 
que cambie su valor. 

El desarrollo de (a+6-4-c....)'' so compone (mím. 483) de 

tantos términos de la forma JVa* 6*^c^ .... cuantos números di- 
ferentes puedan tomarse por a, p> y. ...con tal que su suma set 
ignal á p. Por consiguiente la cuantidad total de términos es 
igual á la de combinaciones de p en p, quo puedan formarse 
con las n letras a, &, r... considerándolas afectadas de todos los 
esponcntes comprendidos entre cero y p. Es evidente, que T ts 
el niimero de términos déla potencia p del polinomio a-f-¿-|-c... 
Si queremos hallar la suma de las combinaciones de n letras 
tomadas de 1 en 1, de 2 en 2.... de p en p, debemos sumar el 
número que ocupa el lugar n en los órdenes sucesivos 1 . 2 .3...p-{-l 
en el cuadro del núm. 489, ó la n columna, que sabemos tieoe 
por suma el (n-)-l] número del mismo urden p-f-1. Cambiemos 
pues en la ecuación (12) d n en n4-l> y tendremos que la os- 
presión de la suma pedida será 

S= [(n +p]Cpy o C;i] — 1 . 

Esta unidad sustractiva, corresponde á las combinaciones de 
las letras tomadas de cero en cero, que en este caso deben omi- 
tirse. Por ejemplo, 5 letras combinadas desde 1 en 1 hasta de 4 en 
4, 6 cuatro letras combinados desde 1 en 1 hasta de 5 en 5, dan 

este número de resultados -I — '. — 11 — l =zl25. 

1.2.3.4 
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Si queremos hallar las coiuliinBcionea contenidaf deeile i¡iie 
Ins letruB se toman di? p en p, hasla quo eslan lumailas Je />' en 
ji', i]ilitQrcincs dos veces Ib tíiiinulB do artilin á los níimeros p 
y p' y en seguida restaremufi los ri^ulludos. El nftmero de com- 
biniicioneB de 5 letras contenido desde que eetas letras ee loman 
de 4 en -I, hasu que se toman de 6 eo 6 componeo 461 — 195, ó 
338 combina ciónos. 

41'5. Propongamos nliora hitllar ladaí luí combinacionei dt lai 
lilrardelmonomio lí"^ b ' c^ .... tomadtu de \ en I, de 2 en 3, ds 3 

tn'3 Inútil ladimeneiim a.-^' íi-i-ii Lub esjKineiitcs 1,2, 3. ..o. 

pueden afuctar i. a; ttaimiamo 1,3, 3... (^ pueden afectar á íi, &c; 
quoda piio« rediieida visiblemente Ib cuestión á hallar todos los 

dlTiaorps do «"'6* í** qnn son loa létminos del prodaclo 

(nota del nfim. aa del l.w yolümen) 

(l+a+a'....a*)(l+6+i....6P)(l+.....c>') 

El niinicreí de lérminoa, 6 el de las combinacioim pedidas 
M (] + a)(l + |3)(l+y) Por ejemplo a'b'í'd' tiene 3úa di- 
visores (8.5.4.3) comprendiendo entre ellos á 1; hai por consiguien- 
te 3.^9 modoa de combinar loa factores tomándolos de 1 en I, 
áe i en ■i &c. 

8i no qui^iéramoB conocer* o(ro> dinúorcí que lot i¡tie tonlie- 

ntn ñ a, como loe Dtro^ dividen á b^c'', y sabemos que el m'i- 
locro de CBtoí es (1 + g) (l+y) rcatánJolos de los ante- 
riores, nos quedará a(1-{-J3J[l — yV—quo será la cantidad de 
divjiores quo contienen fi ni lo miiuno que si hubiésemos colo- 
cado, al lado de todas las combinaciones sin o, loa lUctorcs a. 
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anios de los divisores de c' 
t", toniarenioB todos los divisorfs i 
cuyo niimero eabomoa ya que es (i + y )(l + s)- 
remos Sn^t" al lado de cada uno de ellos; vcinos 
quo loa resultados son iguales en número. 

JVveionti tobre íai ProbabUiíladri. 
I.Cuando eepcromos el éxito de uu suceso 



y coloca- 
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la prudencia está, en reunir el mayor niimcro do suertes favo- 
rables á el, y su éxito será probable en rozón al valor y cuanti- 
dad do estas suertes. Son if^uahncntc probables los acontecimien- 
tos, siempre que tengamos el mismo nfímero de motivos é ig^Mal 
indecisión en presumir cunl de ellos será el que se realice, 
como por ejemplo sucedería si eetns suertes se repartiesen en 
partes iguales entre varios jugadores; cada uno de ellos tendría un 
mismo motivo de esperanza, é igual derccbo á ver verificare! 
suyo. Se juaga del grado de probabilidad de un éxito, compa- 
rando el niímero de suertes que le producen, con el número total 
de todas las suertes igualmcuto posibles. 

Zm probabilidad mc mide por una fracción cuyo denmuma^ 
dor es la cuantidad de lodos lo» sucesos igualmente posibles y el 
numerador el número de casos famraides. Si queremos echar 5 
y 2 con dos dados, cuyas caras estén señaladas con los puntos 
1, 2, 3, 4, 5 y 6, vemos que no liai sino dos casos favorables, de 
que salgan 5 y 2 entre 3G igualmente posibles; luego la proba- 
bilidad es ¿ ó ^g. Si esperamos que sea 7 la suma de los pun- 
tos que «salgan, contaremos en este caso tres suertes do- 
bles que nos son favorables, estas son 6yl, 5y2, 4y3;y ten- 
dremos que la probabilidad será ahora ^ ó \\ por consiguiente 
podemos apostar 1 contra 5 á que conseguiremos lo que deseamos* 

Por consiguiente, es preciso contar todas las suertes posibUs 
é iguales y en seguida las que son favorables al éxito^ y formar 
una fracción con estos dos números. Siempre que la probabilidad 
es >i liai verisimilitud; inrertidutnbre cuando esta fracción sea}, 
os decir que indistintamente podremos apostar en favor 6 en con- 
tra del suceso. La probabili lad se convierte en certidumbre cuan- 
do el valor de la fracción que la mide es 1 , porque en este casa- 
todos los acontecimientos posibles son también favorables. Si 
sumamos las probabilidades favorables á un suceso, y las que 
le son contrarias, hallaremos siempre por suma la unidad. 

Pasemos ahora á hacer algunas aplicaciones de estos principios. 

De 32 cartas mezcladas, las 12 son figura?, y las otras 20 
cartas blancas; la probabilidad de echar una figura, tirando una 
sola carta esJ5=J. Por consiguiente podemos apostar 3 contra 
5 á que ocharemos una figura, y 5 contra 3 á que la caij^^ue 
salga es blanca. 
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Ed nn montón ilo m cnrins Imi ;i ilc una especie desig- 

tiaia; y ee nos piílo tlelcrmiuac ki |)ru1ialiiUilad ilc ecliur lu' 

cnrtas <\oc bdii loAaa de CEtn ce[H:cic, El numero tolul de lo« 

cuüos poeibléa ea mCnt' ¡ d de los caaoe favorables ea jiCn'i 

por consiguiente la probttbilidod pedida ee J -.. , , ■ En uu juego 

de 53 carta* por ejemplo, lini 13 copas; la |irol>abiIii!ad deque 
rondo 3 carias cunleaqujent, serán totlos cUob de copas; es 
ICJiSSC^ lj,ÍÍ£,pr6ximaiueiLte i,- 

i m Je curtas, hai a copas a' cepadas....; ee 
Encan m' + ni" caries; y bc nos pide determinar la protinUilidni] 
de que seiu m' copas j \aa m" espadae. Sabenius ijiie el nú- 
mero lulol de caeos poeililcs es mC (nt' + T7i"J. Laa d cartas 
do copas aomlúnaJus de m' en m', forman aCvi' Eislenins; las 
a'cartfta de espndaa nos dañn u'Cín"; acomodando cada una deee- 
toa combinaciones al lado de todas las anteriores, hallorenioa que el 
niiniero total de cnsoa favoraljlog ee (pCm'].[a'Cm"\, [niím- 4*70) ei 
te es el numerador que buHcamos. Seria ['tCni'].['iCtn"j.[ii"Oit"'] 
adema* hubiese o" de oros y qulsíésemai sacar m'" de eilBü cartas Sí. 
El globo de la lotería conúene m iK'imeros de loa cuales 
se Cittacn p: supongamos que <in jugador lia tomado m' nú- 
meros y te nof pregunta h probabilidod de que salgan 
citamenit p' do esios númeroB- B1 inlmero lolol de siiorl 
tnf.'ii que es el denominador que buscamos. Siguiendo o! 
todo del Dilmero 478, hallaremos la cuantiJftd de EUCrtCB fuvo- 
rablcB, cuyu utimero es 

X = :(m—,n')C{p—p-)-i[m'Cp-l. 
En la Lotería conocida con el nombre de antigua m^QO 
1^=5, y así d deuominodor es SÜC&=.43fl.Í9¡;08. Su|ioiigi«- 
:e mi Jugoiior iia louinilo 90 niimeros, será m'^30; ai 
quiere que prcclüomente Ealgau dq loa niínieroa que 
lyiú; los aiguientea. 

l=p' el numerador es SO [70C4J probabilidad CIlTí 

2=P' ■ • ■ 20. IfCTOCJ] 0.2387 

3=P" SO.Í.lítlOtWJ O.IIGSO 

4=!p' , 70£!tOC4] 0.0077 

.fiiaú^. ..» .,. .,.„.. .. .^ . £aüfó] 0,0003 
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Si queremos que ealga lo nicnos un ndoiero, es decir, qne 
salgan 1 , 2, 3, 4 ó 5 de los números clojidos, tomaremos la suma 
de todas las probabilidades anteriores 6 0,7245. Para que salg^aa 
lo menos dos, sumaremos los resultados de arriba excepto el pri- 
mero y la probabilidad seni 0,3073. Si queremos que no caiga 
ninguno de los números elejidon, liaremos á p* nula, ó turnare* 
mos al complemento de 0,72 15 á uno, y ballareuioa que 1a. pro- 
babilidad es en este caso 0,2755. 

Todos estos problemas pueden también enunciarse del modo 
siguiente; entre m cartas hai nC señaladas; se sacan p dd mon- 
tón y se quiere que entre éstos Imya exactamente p* de lafl 
cartas señaladas ó á lo menos yl" de entre ellas, y se noa pide 
determinar esta probabilidad: por ejemplo, un jugador de los cien- 
tos ha recibido 12 cartas, y en vista de ellas, concluye que entre laj 
otras 20 cartas, hai 7 copas: se nos pregunta, cuál será la pro- 
babilidad de que recibiendo otras 5 cartas habrá precisamente 
entre ¿stas 3 copas; tendremos que m=:20, m' = 7, p:^5 y|9'^3; 

y de aquí resulta quei rili. — L =5^„ cerca de f^. Hacien- 

do el mismo raciocinio de arriba hallaremos que la probabilidad 
de que le duran le menos 3 copas es fj^, ó cerca de f¡. 

En una bolsa hai 12 fichas, de las que 4 son blancas, se 
eitraen 7 y se nos pregimta la probabilidad de que lo menos 
3 de ellas eran blancas. En este caso tendremos que m=s I S, 
m'=4, p=7y/>*^3 de cuyos datos sacamos que esta probabi- 
lidad es U}, próximamente f^. La probabilidad de sacar lo mé- 
nos tres fichas blancas de las 7 es {|. 

497. Dos acontecimientos A y A' son producidos por p y p* 
causas y hai g y q' causas que se oponen á su realización, sa« 
ponemos ademas que estos acontecimientos puedan tener lugar 
á un mismo tiempo ó con independencia uno de otro; se nos 
pregunta ahora cuáles son las probabilidades de todos los casos. 
Figurémonos dos dados tales , que uno de ellos tenga, p-f-^ 
caras pintadas, las p do blanco y las otras q do negro : y el 
segundo tenga p'-f-v' caras pintadas la p' caras de encamado 
y las otras q' de azul: es evidente que el tiro de cada uno de 
estos dados separadamente, produce resultados que pueden com- 
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jiBraise cnn los dos sucesus aiit« nórmente propuestos; el acón- 
tccimiciito A se realizará, tíemprc ([ue tirando el dado sd' 
ga una ile las p caías blancus, no euceitieodo así, b¡ míe 
una de las q cama negras Síc. El ntlmero tulal de lancea 
ea (niim. 492J [p-\-'l){f'~^H''it 'V^'^ c' '^' denominador comiin, 
d« todas las probabilidades relativas al caso ile que tiatsmoi. 
Si queremos que salgan k un mismo tiempo una cnrn ne- 
gra y ülra encarnada, tciidreinoa que las q curas ncjifaH y ¡as 
p' cDcurnadaB Qoi don lip' coinbinacionca \ estos «on los casos 
ikterabluí, y poT consiguiente eiU probabilidad es 
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isma proWbilidad que hullnríaniog para <iuc se efec- 
tuaee el acontecimiento A sin que tuviese lugar el A'. Lo mis- 
mo sucederá con todos los dpmns cnsos. 

ObBprve«e qne on el resultado del ejemplo propuesto, tene- 
iiemos el producto de la^ probabilidades rclutivns á euda uno 
de los acun lee imi untos deseados; luego tiempre r¡iie lat acotUe- 
cimicnlnt inn independientei imni de olrnt, ¡a prababiliiíad de que 
tt cumplirán ai mimo tiempo u igual al produelo ile todaí la* 
proliahUidadei rttalnai á eailn uno aiitndnmtnle. Este teorema 
de las prababitidadti Lampueilm no lo lieinoa demostrado sino 
respeifto á dos acnatccimientosi pero si liubiese otro tercero lal 
como A", (i" otro tercer dado ^le constase de p"+9" caras, 
nplicaríamoe á éste el mismo raciocinio anterior, que ratiücaría 
la consecuencia enunciada. 

En un juego de dos dados compuesto cada uno de 6 ca- 
ras, queremos en un tiro echar un 4 jt un I y se nos pregunta 
cuál ei^ la probabilidad del suceso. Si consideramos nn dado so- 
lamente, veremos que, para el éxito del csj-o propuesto, hnl 8 
Euertes lie los cuales solas dos son favorables (t 6 I), proba- 
bilidad simple que so espresa por | ó J: pero habiendo tenido 
lugar este primer caso, el segundo dado debe presentar el otro 
punto [I ñ 1], que es otra probabilidad simple j: luego la probabili- 
dad que se nos pide es JXI =/<: lo mítmo que ai hubiéramos com- 
rado I09 -i casue rsvoritblea á las 3S suertes igualmente poribles. 

Habiendo separado lus palos da un juego de 3Í cartas en 
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4 montones de modo que cada uno contenga el primero 8 cartas 
de copas, el segundo a de oros &-c, y en los qua se hallan tres 
figuras de cada palo, se nos pide determinar la apuesta que de- 
be hacerse si nos proponemos sacar una de las 3 figuras de 
copas. Como ignoramos cual es el montón que contiene las co- 
pas, sigúese que \ es la probabilidad simple de que nos diríji- 
rcmos á este montón; pero como aun en esto caso, tenemos 
que sacar de entre estas 8 cartas una de las tres figuras, que 
también es otra probabilidad sencilla |, sigúese que la probabilidad 
que se nos pide está compuesta de las dos precodcntca, 6 ¿. 

Siempre quo las probabilidades se componen, se debilitaní 
porque resultan del producto de varias cantidades ^ 1 . Un hom- 
bre cuya veracidad, me consta, me asegura un hecho que ha 
visto él mismo; y valuó en ff¡ la probabilidad de que no quiere en- 
gañarme, y que tampoco ha &ido el mismo inducido en error por 
sus sentidos. Pero si éste, ha recibido el beclio de otro testigo tan 
vendido como él , la probabilidad anterior no es en esüe caso 
sino de ^X&) 6 -jüj, con corta diferencia do |. Si hubiese 20 tes- 
tigos intermedios á la rclacio n del hecho, todos ellos igualmoi- 
te verídicos, la probabilidad seria en este caso solamente de (¿)* 
es decir ni aun |; por consiguiente, podría apostarse 7 contra 1 
¿ que el hecho transmitido era falso, aun cuando según Ueva* 
mos dicho, todos los intermedios fuesen igualmente verídicos. Se 
ha comparado esta disminución de la probabilidad á la cstincion 
de la claridad de los objetos, cuando los miramos al través de 
muchos cristales contiguos. 

498. Cuando las probabilidades simples son iguales entre st, 
el resultado 6 producto, es una potencia de esta cantidad. Un 
suceso A es producido por p cau&as, hai cutre estas 7 causas 
que se oponen á su éxito ; y se nos pregunta la probabilidad 
de ver aparecer k veces el suceso A en n lances. Es evidente 

que en cada lance la probabilidad simple es — ^ — para la apari- 

cion del suceso A y — ? — en contra de esta aparición. Si el suce- 

80 se realiza k veces, tendremos cf^presada esta condición por 
la potencia A; de la primera fracción, y si no tiene lugar en 
los otros n— -A; liuices, lo espresarcmos por la potencia n-— Jr de 
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la segando fraocion- tiui'gi> ai mutiip lien mus eelás dos potenoiu, 

líos rCEUltarJi la jirobftiiilidail coingiucsla 

k n-k 
f~ F 1 

cuya fórmula esprcea, que eii n veces, el hucobo A habrá teñí- 
dn lugar k reces, hsbú'ndo tyado &nlcs el urden en In suceaioii 
de liia acontecimienlos. Pero si este íirdeii (tieao arbitrfirio, ra 
1*1 caso decimos, Bcrn preciso repetir á z lantns veces cuantas 
puedan corobinnrse eKtos resultado?, á saber las n veces que 
linc liigur el acoiitecimienti A, cotí las n—k que no se cree- 
lúa, este fnctor es nCk: luego iXtnCjt] es la prubnbiliilad que 
espresn que el acontecimiento A tendrá lugar k veces en n Un- 
ces, áa esprcsar el urden en que deberán lenlizarsc. 

Si queremos que A suceda lo niénoB k veces, cambiaremoa 
á Ar en k, it-^l.... y qeí buta n, y tomaremos lu suma de loa 
resultados. 

Cor consigniento el denominador de Ib probabilidad que 
buscamos es [p-^i] , el numerador so lialla desarrollando este 
binomio, y dcteniéndonoa on el término en que ae bulle p, cu- 
yo termino tomaremos ain cocñcientc ü con el, según quera- 
nioa fijiirnoB 6 no en los k úrilenea con que A ee rcalinú en loe 
n tiros. Y si queremos que A luceda lo menos k veces y lo 
mas k' en n liros. sumaremos para esto todos los téroúnoa en 
«¡ue tenga p loa espuncules í-, fc+ I k'. 

Por ejemplo, uti dodo que consta de 8 caras tiene dos de 
ellas que son tavorahlca á uu jugndori y para que gane, es pre- 
ciso que en 4 tiros liogii aparecer 3 veces una li otra de estas 
canis (ó lo que es lo misino, que tirando una sola vez 4 dados 
salgan 3 de las caras favornlilcs}! un cuyo caso se nos pide Ik 
probabilidad que tiene de ganar. Tenemos que en el caso pre- 
Bíote p:=t, tt^i. y seguii eslo (ji+(¡)'^fi'=:lS'.10 = 

;i* =s 16 tiros qu« presentan 4 veces una de las curiis luvorebles 

Ap'i =138 3 

C¡i'q'^= 3B4 a 

4pq'=. 513 ... -. 1 

5'=: 856 O 

Sunia^lS90=[jj+9)*' <1"C c» el denominador de las probabilidades. 
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Luego, la probabilidad de echar precUamente 3 vccea ui 
de loa casos favorables es ^ 6 f ; cuando deba señalarse el i 
den que deben seguir en su aparición dividiremos esta prol 
bilidad por 4, y hallfiremos que entonces esj^: finalmente fl 
mando los dos primeros números, tendremos líái 6 J que espres 
rá la probabilidad de que las caras favorables se preseiitarái 
lo menos 3 veces. 

Se nos pide determinar la suerte de dos jugadores JIf y 
de igual intelijencia en el juego, sabiendo que á JIf le falt 
6 puntos para ganar el partido, y 4 ¿ JV. La suma de esi 
puntos es 10; formaremos la novena potencia dejp-{*9> y re» 
varemos para Jtf los 4 primeros térmicos (en los que el esf 
nente de p es lo menos 6}, y tomaremos para Jf' los otros 
términos; finalmente haremos íl p'=^q^s.\. Según esto halla: 
mos por un lado 130, y por el otro 382, y su suma total 5 
por consiguiente la suerte de JIf, 6 la probabilidad que tic 
éste de ganar es |^, y la de JVjf}. Si se levantase la part 
intes de seguir adelante, debia dividirse la posta entre J(f y 
en la razón de 130 á 382,6 con corta diferencia como 1 es 
este es también el precio á que deben vender sus accionei 
la posta, en caso de consentir en ceder el derecho que tiei 
á ella, cuando la intelijencia de los jugadores es, por cjem 
como 3 á 2 , es decir , cuando Jú gana jeneralmente á JV 

5 partidos 3, 6 cuando •^. da á JV 1 punto de cada 3, p< 
igualar la destreza, el cálculo es el mismo con hacer á p = 
y 9:= 2. En este caso hallaremos que la suerte de Jlíes ¿ 
do JV::i4:l5. 

499. Sucede muchas veces que las causas son tan oeull 

6 80 enredan de modos tan varios que es imposible desenlazai 
y conocer su cantidad , en este caso no pueden los princif 
precedentes tener aplicación. Cuando tal suceda se consultará : 
espericncia para cerciorarnos si los sucesos que investigamos 
tan sujetos á una aparición periódica, según la cual podaí 
conjeturar con verisimilitud, que obrando siempre la causa 
cógnita que los ha hecho aparecer frecuentemente en un ór< 
regular, los reproducirá en el mismo orden. £n cuyo caso 
sustituye en todos los cálculos de probabilidades el núm 
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lio Mtai apnrielonoB al miinarii miciuo de caueaB. Si ini daJo que 
Ec lia tirado 10 vci-ea ite^iúáts tiii ¡iruscntudo O itao» In cara 
a, cwiclu iremos quc pniste, ya seo en la «eoion qu» lu arro- 
jo, eu li ügiira ^i cu la eu^tanciH de qitis su uompono, ni- 
gnnn csuaa oculta que ra In <¡iio produce la roapniirinn di^ O 
tCL'UB In cnra a: ei de 100 vect-s que se ha licdio U iriinun 
priicbn loa VO le lia presentado In cnrn a¡ icnilrL-inos que la 
prubabilidad f, Bivornblo k esta ajiaridon adquiere uno gruii 
fucriut , cata creen aun mna coandn niuliiplicando Ins pruebas 
concucrdnn con «eta Euposicion; porque ei se piidiuao Imcer vio 
-Aiimcro inñnito de priiebai. que todos nos prcsenlriaen de 10 ve- 
KCM, Ina !) la cora a, deducirimnoa de aquí k certidupihre de lo 
^¡p6t™¡s. 

Asi es como In esperioncia prueba constantemente las he- 
chos simúlenles, cuyas cauena nos es imposible asignar. 

l.a El numero de matrimonios contratndos cu un pala, en una 
duración cunlquiera du terminada , C9 al do nBcimientOH y ú la 
población, coa cvrla diterencia como 3¡ 14:390. 
9.a A UR mí«mo tiempo nucen 15 niiiaB y 16 niños- 
3.a La población, el número de nocidos, el de inuortoe y el 
de iniitrimonioBsoDi:203Tai5:7ltiliS:e7700:ia343| encada año 
los nucidos son ^, loa muertos J|,, y los nialrimonius ^] de In 
poblacinn, con cortn diferencio. Ln diferencia ,], du lud nacidos 
á los miierio» es el ÍDcremenio anual de la población. 
4.a La duración de las jeneracionea de padres ti lujos es de 
33 HilM. 

El ndmero de niiierlos del sexo ninseulino os al del sexo 
ii:Z4:s:i; y en un país cualquiera, el niimero do vlvna 
t primer «exo es al del sepindo :: 3S: 23. 

Los fallecidoB dei bcüo mnsculino son ¿,, de la población, 
f loe del sexo femoniuu ¿,: en 1'aris lo totalidad de los fnlloeidoa 
Wh» M tino ¿ dol ni-incro de liabitantcs: estos nmertoa ascicn- 
n anualoiento & SÍ700, termino meilio. y los nocido* á 24800. 
M La mitad de cnnlquiara {loblaclon es menor de 25 años, 
|r cada fif anns «Q renueva una mitad. 

En Francia, se cosa coiln nSo ^ de In población. Ladu- 
m media de In vida es de SS años y]. 
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9.a Los desechos anuales del correo son de 19000, &c. 

En estas consideraciones se fundan las Tablas de poblacioi» 
y mortalidad; podremos consultar sobre este punto el Anuario 
del Gabinete de Lonjitudes. 

Nada mas diremos sobre la doctrina de las probabilidades, 
que es tan estensa, que por sí sola da materia á tratados especia- 
les. Véanse los de MM. Laplace, Lacrois, Condorcet, Da- 
villard, &c. 

IL Resolución de las Ecuaciones. 



Compoiicion de leu ecuacume*. 

500. Después de haber trasladado todos los términos al pri- 
mer miembro, tendremos que la forma de cualquiera ecuación es 

que para abreviar representaremos por X=0; las cantidades ib, p, 
9...U son números conocidos, positivos, negativos o cera Se llama 
Jtaiz de una ecuación, á toda cantidad tal como a que introdu- 
cida en lugar de x, reduce la ecuación X ¿ cero 6 da 

Sea a una cantidad tomada á discreción, dividamos el po- 
linomio propuesto X, por r— a. Para efectuarlo recordemos el teo- 
rema que se halla al fin del núm. 100. Sea R la resta y... 

Arx"*"^ + p'*"^"^ + í'ar*'*^ +«» el cuociente de la divinoo 

del polinomio (1) por (x-— a): este cuociente multiplicado por 
X— o, y aumentado en la resta Jí, debe reproducir ú 
le el dividendo (IJ, que es en virtud de esto 
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y supuesto que en esta espresion deben volverse á hallar todos los 

términos del polinomio (1) el factor p dé x^"^^ , no puede ser dií^ 
rente de y— oA:, cuyo coeficiente afecta también en el producto .á 



» 



*"*" ; asimismo ierin q^q'—ap', r^r'^^aq'...v^R—au'- 

truUdemoB los lérminoe negativos y tendremos 

P=p+ak, q-^q+ap\ r' = r+aq:...R~u+'tv\ 

Eatas ecuacianes, que todas ion de lii misma fonnn, nos aami- 
niattan el medio de deducir los coeficientes p', i/\ r'....del cuo- 
ciente, y la resta R anos de otras inmedintrtmenle; porque cada 
uno fe cnmpont del rorfiaente que en e¡ itivideruli) [ I ] oeiipn el 
mi*>na lugar, mai del producto del rotficitnle que te procede en 
ti evocientt, multiplicado por b. 

Propondremos aquí algunos ejemplos de eate jénero dccál- 

Dividir 4i» — 10i<+6i> — 7i'4-9( — 1 1 , por x — 2 

Cuociente . . 4i'— Si»+2j;' — 3i-f. 3, reata — s. 

Después de haber escrito At' que ei el primer término del 
cuociente, formaremoi cl siguiente con ejecutar laa operncinnes 
4XS — 10 = — 5, que ea el coefieiente de i'; el de j' es — !X 
í+6=+2, yensego¡i¡a2.2 — 7 = — 3, fcc. Si el divisor fue- 
■er+S, el fncior numérico seria en lodos —2, y el cuociente 
4i'— 18i'+«x'— 9II+I9I, resta 393. 

Pero también puede hallarse un coeficiente cualquiera ain 
necesidad de calcular los otros que le onteceden. Porque eli- 
mÍna.ndo suceBÍvamente á p' g'.... entre las ecuaciones de arri- 
ba, hallaremos 

p'=ka+p, q-=ka'+pa-{-q R= ka" +pa"^^ +..+■/. 

Ea ettas ecuaciones vemos que cada coeficiente te formn del poli. 
Domio propuesto (1) con cambiar x en a y limitarlo á aoloa los 
primeros términos, hasta llegar í aquel que ocupa el mismo lugar 
^ue el lérnimo del cuociente que biiBcainoB. supriiDÍcndo al mis- 
mo tiempo los potencias de a que son comunes á eEtos térmíaos. 

Vemoi pues quo si dividimos t X, ó el polinomio (i) por 
(c— o] y entendemos el cúlcnlo liasta tanto que no le halle z 

en fil dividendo, lendremoa tu resla ta -f-pa + + " 

cnya esprenion es nula cuando a es raix, y no lo e» en cobo <le 
no serio, Luego X tt & nn divúAle par x — a eegwn a itn 6 
no rai* di la tcuiUMm X^O. 
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El cálculo que acabamos de indicar es mui cumodo para bailar 
el cuociente de X dividido por x— a, también podemos hacer 
uso de él, en lugar de emplear la sustitución de a, siempre que 
queramos asegurarnos de que r =a es raiz de la ecuación X:=0, 
porque si lo es, deberemos hallar R nula. 

501. Si A' = tiene á la cantidad a por raíz, llamaremos Q 
al cuociente exacto de X dividido pora: — o, 6 X = (x— a) Q; 
Q es un polinomio del grado m— 1. 

Asimismo si b es raiz de la ecuación Qs=0, a:— 6 divi- 
dirá exactamente á Q, y llamando Q' al cuociente este será 
del grado m— 2, y tendremos que 

Qr=:(jf — &)Q' y sustituyéndolo en la ccuaciwn de arriba ha- 
llaremos A' = (jT— a) {x — b) Q\ 

Del mismo modo, siendo c raiz de Q'=0, y Q" el cuo- 
ciente de f¿': (x— c) tendremos queX=(x — a){z — &)(*— c)Q", 
y así en seguida. El grado de Q, Q' Q"....e8 una unidad me- 
nor á cada factor binomio que se conoce; ejecutadas que sean 
m— -2 divisiones sucesivas, conocemos m— 2 de estos factores, y 
el cuociente es de segundo grado, cuyo cuociente sabemos ya que 
puede descomponerse en (x — h) (x— /); luego admilUndo que 
tuda ecuación tenga una raiz, veremoM que el polinomio X se com- 
pone del producto de m factoret binomios del primer grado. 

X =(x— a) (x— &) (x— c) (a;—/). 

Eiita ecuación es Idéntica; es decir, que no hai otra diferen- 
cia entre los dos miembros que la de su espresiou analítica, cuya 
diferencia deja de existir luego de ejecutar los cálculos indica- 
dos. En vista de que el segundo miembro se convierte en cero 

haciendo en él á x=a, b /: sigúese que la ecuación X=0 

licne m raices, que son los segundos términos, tomados con signos 
contrarios, de siís m /actores binomios (véase num. 516). 

Probemos ahora que el polinomio X no puede descomponerse en 
otros/actores lahs como (x— a') (x— b') (x— c)'...cwan(fo las canii- 
ditdcs a*, b*, c'....«on todas 6 alguna de ellas diferentes de a, b, c... 
Porque como tenemos que X = Q(x— a), si x=: a' hace que X 
sea nula, precisamente Q{x — a) será también nula haciendo en 
este producto áx = a'; y como a' — a no os nula, según ia hi- 
pótcfeii?, es indibpcneablc que (¿=0 tcnya á a por raiz. Pero 
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^mo Q=±:0 es lo mismo que Q*(;r—&]= O, veremos lo mismo 
que arriba que a' es raíz de Q*=0, y en seguida que lo es 
de Q*'=0, &c; y finalmente que es raíz de x— */=:0, os decir 
que a'— /=0 ú que a' = ¿ cuya conclusión es contraria á la 
suposición. Luego :r— a' no puede dividir á X, ni tampoco lo 
pueden hacer x— 6' ni jt— c' (*) 



{*) Ei precito abtervar que siéndonos desconocida con prioridad 
ia naturaleza de las/unciones imajinarias, y debiendo en este ra^ 
ciocini» suponer que la canticUid a' tiene una forma cualquiera^ 
sigúese que de la suposición de que x:=a* liaga que Q(x'^a)=:0, 
no se infiere evidentemente que Q sea nula.' Esta es la rcuon por 
que creemos conveniente dar la demostración que sigue^ que es inde- 
pendiente de esta suposición. Suponemos que se verifique á un mismo 
tiempo que 

X=Q(x— a)=M(x— o') 

dividamos á Q por x— a' y tendremos llamando q al cuociente 
y T á la resta independiente de x. 

Q = q(x— aO+r, 
y asi nos resultará la ecuación idéntica 

Ms=q(x_a)+IÍÍ+4....(1) 

X — a* 

hagamos á Q ^ÜÍZTlíi de aquí sacaremos que r(x — a) = ^(x — a'). 
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Es evidente que Q no contiene á x porque si la contuviese no 
Pieria el segundo miembro igual al primero, llagamos x = a sien- 
do CL una cantidad cualquiera, y tendremos que 

r(a— a) = (]()( a— a'); 

3/ hallaremos que = ^, x(a'— a)— a(a*— a)=:0 

fi"""*a <it"""a 

y como esta ecuación debe existir cualquiera que sea el valor de 
X, es decir x(a'^ a =0), aun cuando los valores de x sean 1 , 2, 3... 
Alguese que a'^a, cuyo resuWuIo es contra la suposición, lluego 
la ecuación (1) es absurda, á no ser quer sea cero; y aííx— a* 
dicide d Qy ó á (x— b)Q,'. 

Del mismo modo vertamos que x— a' divide áCl\y en seguida 

ó Q" y finalmente al ultimo factor (x — 1), es decir que 

X— l:=:(x-— a)ft,«en£/oflt/nníímcro, ó x(l — o) — (I — a'o) = 0, 
cuya ecuación debe verificarse cualquiera que sea x; de donde sa- 
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Luego 1. o un polinomio cualquiera X no puede retolterse «fio 
en un tolo sistema de /actores binomios de primer grado, y ia ecua- 
ción X =0 no puede tener mas de m raices, 

ir 

2. ^ Toda fracción -- que se convierte en (i cuando hacemos 

tn ella xzsza tiene á x— a por factor común de sos dos tér- 
minos X é T; puede también x—a estar eleyada á una poten- 
cia cualquiera en uno y otrx) ; en tal caso e) valor de k frac- 
ción se halla suprimiendo en primer logar el factor x—a, y ha- 
ciendo en seguida «=a; y bsí la frctccion propuesta es fw/a, m- 
Jinita ófiniiay según «—a quede por factor en JIC 6 F 6 no que- 
de ni en uno ni en otro, es decir según el esponente que ten- 
ga x—a en JSC é F. 

3. o Si dos ecuaciones tienen una misma raíz a, dichas ecuft> 

clones tienen á x— -a por factor común. Esto es precisamente 

lo que sucedo en las sigoientes, en que el método del máximo 

común divisor nos dá á conocer que x4-3 es factor en una 

y otra. 

2x»— 3x« — 17x+30=:0j x» — 37x— 84 = 0. 

Si no hubiesen tenido divisor común, hubiera también sido absnrda 
la suposición de la coexistencia de las dos ecuaciones. Cuando este 
divisor es de segundo grado, entonces hai en las ecuaciones 
dos raices comunes; .las demás raices que no son comunes son 
ajenas al problema. 

4.^ Podemos, por medio de la división, disminuir c) grado 
de una ecuación tantas unidades cuantas raices conozcnmos (núm. 
500), y como es una misma cosa la indagación de las raices y la 
de los fkctores; veremos que el número de factores de seguft* 
do grado es i m(m—- 1) (número 475) porque éstos resultan de huí 
combinaciones de dos en dos de loe del primero (véase núm. SSOJs 
el ndmero de factores de tercer grado será } m(M — 1) (ti — 2) &0i 

502. Supuesto que la ecuación propuesta x**^ 4*/"''*^ +9'* 



camos que x(l— *5)=0 y %^i; fmabnente /s=a'> lo cuai ff,] 
K^onira la hipótesis. 

De aqitt concluimos que si el prodticiú^ 

X é Y s* dhisikU por x—a, X 6 Y lo ^^y 

haré á este Jhcior nulo: y si XY es dtvi 
loret de P deben hallarse iodos, en X 4 1! 
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b)..,. EÍgueae de lo que 



ra(<M totaadaM ton f^no/ canfrartoi. 

S. * t'í eoyídíníí q <íeí ttrt*r /¿nnino m ¿a fuma de toi prO' 
Juctoi yumuiJi» por bu ruicM ccnnAinaJfu Je doi en do», 

3. ° t c( la turna d« htproducloi tomaiot dt Z enZ ton tig' 
no* <ontrarioi SíC- 

Fínalniente, *t illimo UmUno a u el prváueta de la* raUes, 
ytro btmndat ton rig^w conlrario ti ti grado m et intjMir. 
Cuttnilouak ecuacign se EiallQ sin el Gegunda i¿rniÍDOi>z 
. ijiicluiteinos que la suma de euB raíces es cero; 7 ai caréete ' 
cu itcl úluino tínnino u prcciBomeale liene i O por taíi. 

PT^aatfuTmatioa de tat Ettutciena. 
fi03. Sea1accuaciotipropue*tat-a'"-í-pi''*~'-f-..-f-lz4"'^()tI) 
Tiunsfurmar cata ecuaciuii, ct componer otra con ella cvyna 
raicea !/ ccngaa con laa x de la propuesta, una relaciuQ dada 
p»r medio de una ecuación, entro x e y. Para lo cual no Iik< 
luita que Iiacer que eliminar á z entre c$ta ecuación 7 ta prnncra- 
Si por ejemplo queremoa ditminuir todoa los raices x en la 
canlidfid i, Liindreinos que i — i^ y ,- por consiguiente ai 
inoai^-y á z en la ecuación [1) y nos resultará- 



(•+y)'"+Xí+y)"*"'+9(i+yf 


'^=+--+«í+¡')+''=<'...(S) 


Sin detenernos, pn deEOirotlar 
fiera de U lei t¡ue siguen los te 
4el binocaia (niira, 431). que la ec 
Md^on relación a bu Mgíaa 


laa poteuciaa Aei-\-y, se ¡n- 

minos tucesivos en )a formula 
uacion troefonnada (2), oríe- 
ctecienlea de y, ea 


■^>+lJ^>J^ 


[.....+%"' =6; 


^■^>"»AJ 


boa, 6 <¡\ polinoioio propuea- 



■da por ■*; X' le d*dvtt út 



% 
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Luego 1. o un polinomio cualquiera X no puede reiotvene sima 
en un solo sistema de /actores binomios de primer grado^ y la ecua- 
ción X =0 no puede tener mas de m raices, 

•v 

2. o Toda fracción ~ que se convierte en (> cuando hacemoe 

en ella «=a tiene á x— -a por factor común de sos dos tér- 
minos X k T\ puede también «-—a estar elevada á una poten- 
cia cualquiera en uno y otro ; en tal caso e) valor de k frac- 
ción se halla suprimiendo en primer logar el factor x«-a, y ha- 
ciendo en seguida «=a; y ssí /a fracción propuesta es mi/a, ¿n- 
Jinita ófinitay según «—a quede por factor en JIC 6 F 6 no que- 
de ni en uno ni en otro, es decir según el esponente que ten- 
ga x-^a en X é Y. 

3. ^ Si dos ecuaciones tienen una misma raiz a, dichas tcoa- 

clones tienen á x— a por factor común. Esto es precisamente 

lo que sucede en las sigui^ites, en que el método del máximo 

común divisor nos dá á conocer que x-^3 es factor en una 

y otra. 

2xa— 3z« — 17*+30=:0j *» — 37* — 84 = 0w 

Si no hubiesen tenido divisor común, hubiera también sido absurda 
la suposición de la coexistencia de las dos ecuaciones. Cuando este 
divisor es de segundo grado, entonces hai en las ecuaciones 
dos raices comunes; Jas demás raices que no son comunes son 
ajenas al problema. 

4. ^ Podemos, por medio de la división, disminuir e) gradé 
de una ecuación tantas unidades cuantas raices conozcamos (ndm. 
500), y como es una misma cosa la indagación de las raices y la 
de los fkctores; veremos que el nchnero de factores de segun- 
do grado es i m(m—- 1) (número 475) porque éstos resultan de ks 
combinaciones de dos en dos de loe del primero (véase núm. S20]¿ 
«1 número de factores de tercer grado será \ m(M — 1) (at— 9) d^e. 

502. Supuesto que la ecuación propuesta x*** -J-p»"*" -f-^jp*'""^.,* 






camos que x(l— ¿)=Q y ^^z i; finalmente /z=a'> le cuák est 
contra la hipótesis. 

De a(^t% concluimos que si el producto XY áe dospo ün eu nM 
X éY es divisible |M>rx— -a, X 6 Y /o ton también y xasft 
haré á este Jhctor nulox y si X Y et divisible por P » los /ae* 
loret de P deben haUarse iodos en X 4 Y% 



|r>^u^O, «s ídéntics con [x— a] (i— b].... cigueie de loque 
ya leticmoa dicho niím. S7, que 

1.° t'í cofJicienU p del legrindii Urmúto «i ¡a nana de lai 
mica lomaJai con tigruii conirarioi. 

t. ° El corjicimU q dtl Urctr Urmino a ¡a mma de leí pro- 
üiKloi formadoi par lai raicei cotnbittadtu de dot en dot. 

3.*' r ei ta tiana dt loi producto* tomaio$ de^tnZ can lig- 
ruM conlrariot tic- 

Finalmente, ti último término u et ti producto de lai raicei, 
pero tomnda* con ligno contrario ñ el grado m « iniciar. 

Cuando una ecuación ae halle sin el segundo lérming px'*~ , 
concluiíemoa que la aumsi de eun mico es coro; j li carecii:- 
ee del tilümo termino u precieamente tiene á O por nSz. 

Traittformatioa de las EcuaeUme*. 

503. Sealaecu«cionpropue««*i'"-f;'^'*~ +-+íi+«:=0[l) 

Tnmíforinar eala ecutciun, es componer otra con ella cuyoii 
raicea y tcngna con ¡os z de la propuesta, una relación dada 
p«r medio de una ecuación, entre rey. Parit lo cual na hai 
mita que hacer que eliminar á x entre esta ecuación y la prnnera- 

Si por ejeniplu queremos disminuir todos las raicea x- en la 
cantidad i, tendremos que i — (== y ,- por consiguiente tuetituiro- 
mOBt+v á « en la ecuación (1) y dos resultará; 

íi+y)"'+Xí+!')""'+9Íi+y)"''+"+'t'+¡/)+«=0...(5) 
Sin detenemos, en deaorrollar las poteuciaa dei-f-y, se in- 
fiere de la lei que siguen loe términos auccsivoa en k formula 
del binomio (ndm. AHÍ), que la ecuación trvsformada {SJ, orde- 
nada con relación á las potencias crecientes de y, ea 

X+X-y+iX-y'+iX"y+....+ky'^ =t: 
X M Ib (uma de los primeros términos, 6 el polinomio pcopuea- 
to, en el que x ae halla recmpla£nda por i; X' te deduce de 
X mttltiplicmdit cada término por tC eeponade de i y ilúminuycn- 
do títe etponailt en una unidad: i cala etpTciiua X' se le di «I 
G de DsairsDA de X, X" es la derivada de X', X'" ea 
vada de X"....Y así ea que podrenw» hallar loa eoeficien- 
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tes sucesivos de la ecuación iransibrmada, sin necesidad de dt-^* 
arrollar las potencias de ¿-{-y; siguiendo estos prínci|ilüs ha]l:i- 
remos que (*) 



(*) El procedimiento que hemos eajmeitio núm, 500, para ha- 
llar, en cualgviera caso jMrticular, los valores de lo» coefinen- 
tes X, X', i X".... í/« la transformada en y es sumamrntc cómodo', 
jtnrfpie si dividimos á Xpor x — i y suponetnos que son A el cnocitn- 
tc y B, la resta; dividamos en !te:rui,!a á A por x— i, y sean B <i 
cuociente y b la resta; sean asimismo C y c el cuncicntc y resUi 
de B dividida ¡¡or x=i, y asi de los demos, tendremos que 

X = A(x— i)+a, A = B(x— i)+b, B=C:x— i)+c.... 

iSi ahora eliminamos sficcsiramenlc d A, B, C*»'.hallnrrmo» 

X = a+b:x— i)+c(x — 1)=+ +k(x— i)"*; 

en cuyo resultado vemos, que las restas a, b, c... í/<? las diviriones su- 
cesivas sun los cocfirif.ntrs de la transformada, en el supuesto de q»te 
y=:x— i. El provtdimiinto drl núm. ÓOO nos da d conocer ctuta 
resta y cada cuociente A, B....; este cálculo se presenta como en c( 
fjcmpitj sig%iiente, en qut hemos hecho á y:^x-^3. 

rropucsta,...2\* — 7x' — \Qs^-+ 1x4-129=0 
2 — 1 — i:, — 41+6 

Factor 3 >2 + 5 + O — 41 
laccorj, I2 ^-U +33 

'í2 +17 

Transformada 2y^+ 1 7y^+ 33y- — 1 ! y -f- 6 =0. 

/^ primera Vinca 2, — 1, — 1:¿.....tc compone de lox coeficien* 
tes del primer r nociente A, la .vficM/ii//i de. h,s del segundo B, la ter- 
cera de C....á cada I mea se le da un It'rmino mZ-nos uue á A* 
precedente. El idtimo termino de cada linca ts la resta de la di- 
visión por X— 3, az=:6» b=: — . ll,,...Sij/i según venios loMeorJi- 
cientcs que buscamos m orden rítn'gmdo. 

Este mí todo de calcular e* muy cmitiln stthre todo cuanih 
i=l, íM decir, para hallar la transformada cwiinUi la innHrniiik 
es y=x— •!, jwrqut en este caso no kai mas que hacer adiciones^ 
siguiendo la lei de la Tabla del núm. 4l¿{i, ^ed af¿ul dos rfcmidoi 
de este jínci^ de cálculo 

x«— I2x=+4lx— 2Üi=0 X*— Cx'+7x>— 7x+7=Q 

1—11 +30+1 1—5 +2 —5+2 

1 — 10 +20 1 «.4 _2 —7 

1 --1) I ^3 —3 

y3— 'jyí +20y+l=:0 y'— í2yi— 5y^'— 7y+2=sO 
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X' =™í.'"-' + (m- Oí-i"^ -f-(m— S) qi""' +....+Í 
Jí" = m(™— I)/»""-' +(™— Dím—Sjpi"-^ +....&C. 

Asi es, qiio pam hacw á í^y + 2 enlaecuiciou jJ— áj'-f. 

Íi._5i'+i+7, 3j'_10í+l,.e¡— 10 
áendo ahora á ¡^2, y dividiisniio h.V" por 2, tesiiltarín ier 
S, — 7.-f-l los rotores qun buscamos; la tramforuiaJit. será 
— 3— 7y+¡/'+y=0. 
Por el contrario, para aumentar lodos las raices do t en la 
euitidad i. será preciso que liagatnAg á t= ij — i, es decir cam'jint 
en Ift espresion anterior á i en —i, ó que tomemos con a¡na 
contrario Isj potencias imparea de i. 

50-1. Poileinua di«puner d■^ la arbitraria i de tal moilo, q*is 
liígamos desaparecer de la ecaacion propuesta mso de bus lít- 
minos* para lo cual, oidenaremoa la trandlarinitda según Iie po- 
tcnciaa decrecientes de y, tal corou 

*y'"+'"'**ly"^'+í'n(m-iji'4™-^+ + ti"' J 

+p\ +;.»-i).-p +P*'^'>=j 

I Ha. J 

Para kaeer detaparecer ti tegunda tlnaino, h.rejtos & 
mik^p =0 

r lendreraoB que i= —f x^^'j ~- 

K Vemos que para esto, es precito tam^íiir d x en y minn* 
nrjidenlt p del itgunjo lérminn, dividido par el prodfli) del 
fitiads k dtl primero por el gritdo lo de la. eniaeiun: tenien- 
do entendido que tt p j h tienen signos cunlrat ios, laciiattíic- 
cion íe convierte en una adición lj+, en lugar <lo y — ). En 
la tranefurmada, la auma da las raicea ca iiuU; por consigulen- 
3 han aumentado 6 dijininiiido tuJas las taicci unJ t:juLi- 
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dad if que ha hecho en el resultado que las partes poátifat» 
Man iguales á las negativas. 

Es mucho mas rápido el cálculo sentado desde luego 

xJU P =y; desarrollando la potencia m y multiplicando por ¡r, de 
mk 

aquí sacaremos el valor de los dos primeros términos Arr -f-p' ^ • 
Por ejemplo, respecto á *» — 6x»+4* — 7^0, haremos x-»2:=y, 

fegun el teorema de arriba; y elevándolo al cubo nos da 

^— ex'^y* — 12r-|-8, y la ecuación propuesta se convierte en 
ys...8x«|->l=y'— 8y— 15=:0, que es la ecuación pedida. 

Respecto á a:*+pa:+9=:0, haremos á r+i/>:=y, y ele- 
vándolo al cuadrado tendremos a:*+/?r=y*— !/>« y la transíbr- 
nada y*'=^\p* — 9* ^^ ^^^^ espresion sacamos el valor de y, y 
en seguida las raices x de la ecuación propuesta; en virtud de 
de esto tenemos un nuevo método de resolver los ecuaciones de 
segundo grado. 

Si queremos hacer detaparectr el tercer término^ haremos 
lw{m — \)i*k+{m — \)ip+q^O 

euya ecuación nos dará, en jeneral, valores irracionales 6 ima* 
jinarios para i. 

Finalmente, para hacer desaparecer el último término, senta- 
remos la ecuación fci''* +/n''*"' +m=:0; para lo cual debe- 
remos resolver la misma ecuación propuesta; y con efecto la trans- 
formada tendría una raíz du y que seria =0, y de aquí con- 
cluiríamos que xz=i\. 

505. Para. que las raicea x te conviertan en otrcL» que tean 
h veces mayores, haremos á yz^hx; sustituyamos a x su igual 

üL en la ecuación propuesta (t) y tendremos 

y de aqaí 

Este cálculo viene á ser el mismo que si hubiésemos multi- 



picada loatimiitMsfliieeaivos de U ecascion (Ijpor h', A', hK.A". 
Obsérvese que ai la ecuación propuesta no tiene coeñcÍen> 
tea fraccionarios, (siempre podremoa quitar Iilb fracciones por m3> 
dio dala reducción á un rotnun denominador) hucíenclo á j=itr, 
ee decir haciendo la cantidad arbitraria k'^k, nos reauhuri qus 
la transToniiada aera en su totalidad divi^iLile por Jt, y tan- 

dremos la ecuación ¡/ -\-p>/ +9*^*"" — (-«*"" ==0,tíet- 
tmbaraxodi drC eofficienU dtl primer tirmina. Y así, pnra ftí-er 
det'ipnrecer lie una ecuación loi corficitntct fracdojiariot, la redit^ 
eiremoi primerauíenCe á un tomun dtnnminndor, y en leguiJa ha- 
rtmoi dttaparerer el torjiñ-nte k del primer lérmini ftic/ei». 
iío(¡y:==ki; cofo cálculo viene 4 reducirse, í multiplicar poi 
í», Jt', Jt»....!:"*" 1d3 c o eficientea, principiando desde el segundo 
término. 

Sea por ejemplo la ecuación i* — !''+i'* — 1' — J^O; mul- 
tiplica iiilola par 12, tendremos ISi* — Bj'-(-10í» — Bj — «=;0; 
haciendo ahora í=;^jí, es decir, multiplican Jo respaciívamen- 
te loa (actores 10, O, y iZ por 12, 13% li' noa resultará la trau* 
formada 

y.__By' + iaOy'— 1296y — 72576 = 0. 

Veremoa con facilidnd que para hacer dEsnpaiecer al mismo 
tiempo el segundo termino y el coeüciente k del primero, debo- 

lemos hacera x^I I~ . 
mK 

Para gue liu raUu x lean b veeu meitoreí, deberemoi ha- 
cer á x^hjft es decir, dividir loa coeñciente* sucesivos de It 
ecuación propuesta pot ft", ft', fc'.—'i'". El cálculo precodentn da- 
ba i la ecuación coeñcientcs moa grandes, éatc por el contrario 
lof disminuye, y con c»tc objeto ee hace uso de él; pero á no 
ser que la ditiaioo por A, ft'..--pucda ejccutaree exat-lainonts, re- 
sulta, que la translormnda adqniero coeñcientea fraccionarios. 
SL-a la ecuación í> — M4i = i03ea, haciendo i = lSy, tendremoi 
j*— y^C, cuya ecuación es mucho mw seDcÜla. 

506. Darcmoa á conocer otras dos tionsformaciones dtile*. 

Si hacemos i x:=— y, cuya suposición na hace *ino com- 
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bítr \09 mgñOB de la ecuación de dos en doe, tendremos, que 
con eato solo, cambiaremos las raices positivas de * en negati- 
vas de y, y recíprocamente. 

Haci indo áx=:i- tendremos que las mayores raíces de* 

y 

correspontlcrán 4 las menores de y, y recíprocamente; á la ecua- 
ción transformada se llama recíproca de la propueeta. Como 

^, X* r*^ están remplazadas en la propuesta por los divisores 

y, y» y^ , si multiplicamos todo por y*^ , veremos que los fac- 

«n«>l fM—2 

torcí 4p, X» •• z^ están reemplazados por y ,y --yS Ijeste 
cálculo viene á reducirse á distribuir las potencias de y* en fe- 
den inverso de las de x; 



yin 

j de aquí 



yin ym-1 ym'-2 y 



uy"^ +ty'^^ +'y'^^ +....+py+J5:=0 

y» 

y si ademas queremos quitar el coeñciente u, haremos 4 y^^ 
y de aquí x^ — cuya transformación cumple de una vez sola, 

las dos condiciones impuestas. 

Límites de las Raices. 

507. Para que x^zLbcq. raiz de una ecuación JlCsrO, es 
preciso que sustituyendo L 'jl ^^ el polinomio X se convierta 
en cero. Pero si x-=zL dá un rensUado positivo j y si estamos 
seguros de que todo número '^L llena la misma condición, es 
claro que L será mayor que todas las raices; y ¿ es lo que se 
llama, límite superior de las raices de la ecuación X=:0. 

Haciendo á r— 1 factor de*** , tendremos 

operando lo mismo respecto á x , y en seguida con « 
&08 resultará 



.«-'- 






.."J , 



Reuniendo toJos eatoa resultados lidiaremos que 

Apbquemni esta ftírmuk i cada uno de los tinnínot poiitítot 
Je X=kx" +P*'*" +9^'^" +..- y tendremoa 



+p 



■Í'J 






Pero ^ debe tener térniines negativos, porrina d« no sar 
u!, ningún valor positivo de i barin nula á A', y cero seria el 
limite superior, Dejenios 4 los tetmioos negalivos en au mÍEino 
catado . j coloquéninsloi en las columnas en que z tenga 
el mismo espiinuiite. Fuera de estos coolicienteB, tudo lo demás 
ea positivo, con tal que hagamos i 2>l ¡ y como cualquier 
columna en quo entra un coeficiente nr-galivo — m, tiene la 
forma do (*+;»+!+.■-.) (' — I) — », en la cual el factor de 
X— I es la luma dt tot coeficientes potitie " f u( precidea á s; 
es claro que el resultado no será negativo sino en caso quo 
hagamos i (*+p+9+--0 (*•""')<•! cuya eipiesioa tetuSií 
ni BJgno^ ai hacemos 

í^ 1 + 1 (Jir 

Si dccimoB esto mismo de cada columna en que se baile un 
térmieo negativo, y hacemos á j = 6 ^ la mayor de las can- 
tidades {Jil) tendremos que el polinomio X adquirirá un valor 
positivo, y este valor [vW) llenará la condición que se nos ha 
exijído para el lúiiite £. que buscamoa, porque tanto (Jl/), como 
cualquiera otro número mayor, hace que lodoa los tírminus da 
la ecuación sean positivos. Luego, diaidaie enda coejkiente ne- 
gtUici por ¡a turna j/e todo» loi poiitivoi que te preceden, lóme- 
te la mayor de ttu fraccionet fue hallemai por tile media, añádatela 
wio, y lendremo* un ííiiuíí euperior de loe raieei. 

Si en la ecuación 4j> — Sz< -f- 23i>+I0ji* — ODi+ll 
, se divide 3 por 4, y GO por -1+3J+I03, lendremoi 
Fl>flii luep» I+l> ó 3 es >i; y 3 es el límite. 
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Obsérvese que todo número mayor que el valor (JIf) gfozt 
también de la propiedad do ser mayor que todas las raices; ha- 
ciendo cero &p y 9.... hallaremos r^l-f- — ; y como pode- 

mos hacer siempre que 8eaib = l, so acostumbra decir que el mayor 
eofficienle negativo de la ecuación y tomado potitivamenU y aw 
mentado en una unidad, et un limite tuperior de la$ raicee. Esta 
espresion es mas sencilla que la primera; y nos da ¿ conocer á la 
simple vista y sin necesidad de cálculo el límite ; se le da la 
preferencia cuando no so tiene otro fin que el de demostrar 
proposiciones jenerales. Pero cuando procedemos á la indaga- 
ción de los valores numéricos de las raices, es importante ele- 
jir por límite superior un número que sea el menos elevado po- 
sible, y el mas próximo á la mayor raiz; es pues mas venta- 
joso el emplear el primer límite (M), y aun mejor el que re- 
sulta del teorema sigruiente [*]. 

608. Hagamos en el polinomio Xáx = Z.-]«y, siendo L un 
número cualquiera; la ecuación trasformada es (503] X+X*y 

+iX"y*+....+Afy =0; ahora bien, si tomamos la cantidad 



(♦) Hai autores que han etcrito que para hallar el limite 1 d$ 
lat mires de una ecuación, era preciso hallar vn número xzrl, 
que hiciese al primer término mayor que la suma de todos los 
otros; pero era preciso decir, el primer término mayor que la 
suma de todos los términos negativos. Sin detenemos en demos- 
trar est't aserción, que por todo lo que precede es evidente^ eUr 
jamos un ejemplo que sea ademado para ponei'la en claro. 

La e/niadünx»— 10x4-3=0, tiene por raiz á 3, y lorfs 
número '^S es limite, sin embarco si sentásemos x*>3— lOx, 
quedaría satisfecha siendo x=:0,3 6 0,4.... cuyos valores no se^ 
fian límites. 

Asimismo x*— 6x+4=rO, tiene la mayor de sus raices un 
poco mayor que 5, y anx = 6 es el límite, Y sin embargo x=} 
nace á x»^^ — 6x. 

El error de que se trata, y que no existe sino en el 
anunciado, viene de que para estar ciertos que un número es 
limite, es inútil detenerse en considerar la injlucncia de los tér- 
minos positivos; luego que el primer término excede á todos los 
negativos, los positivos que se reúnen acrecientan la parte posi- 
Uiof y hacen con mucha mas raxon que el resultado sea positívoy 
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trbitrrria L de modo, que todos los coeficientes X, X\ X"...i 
positÍTOs, tendremos que ningún valor positivo de y podrá tt* 
tisfacer á esta ecuación; y por consiguiente los valores reales 
de X corresponderán á raices negativas de y=«^L, y por lo 
tanto L'^x, Luego, todo número que nulUuido en lugar dexeñ 
X y sus derivadcu X', X".... hace que ninguna de ellas seane» 
gcUiva, es un IvnUe superior de las raices de x. 
En el ejemplo citado las derivas son 
ZOx* — 3^x^+69x\...j QOx^ — 96xa+138x...., 240x« — 19?4P...; 
y fácilmente vemos que 2=:1 hace á la ecuación propuesta y 
sus derivadas positivas; y así x^ I, es un límite mas bajo qut 
el que habíamos hallado anteriormente. 

£s de observar, que si cambiamos de signo á las potencias 
impares de y, lo que equivale á hacer á jrssl»— y, las raices 
reales de y que eran todas negativas, se habrán convertido en 
positivas. Por consiguiente^ salemos por medio del txmite superior 
de las raices de una ecuación X=:0, transformarla en otra qué 
no tenga ninguna raix negativa. 

509. Cambiemos vlx en — x, 6 los signos de los términos que 
ocupan los lugares pares, con lo cual las raices positivas de » 
se habrán convertido en negativas: determinemos el nuevo lunita 
superior L\ y la cantidad — X»' será menor que todas las raices 
negativas, és decir que todas las raices de x estarán comprendidas 
entre— £r' y L, En nuestro ejemplo, tenemos 4z*+8j:*+23x*— 
105x« — 80x — 11 yy?+l es el límite; luego las raices negati- 
vas están entre —4 y O, y todas las raices entre — 4 y +1. 

510. Todas los raices positivas de la ecuación X=:0 están 

comprendidas entre cero y el límite L, Haciendo áx= — i ten- 
dremos que las mayores raices de x corresponderán á las me- 
ñores de z; por consiguiente si determinamos el h'mite superior 

/ de las raices de x, o x</ tendremos x> — , y per consi- 
guiente tendremos de este modo el limite inferior de las raices 
positivas de xr, el de las raices negativas se halla cambiando x en 
—a?, y raciocinando del mismo modo. 
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Si s es el mayor coefunenU que tiene signo contrario al úl- 
timo término u déla ecuación A:r •}-/'« ..•-}- if ^ O, como It 
transformada es uz^ ,..-{-P'<^+^=^> y ^^"^^ ademas sabemos (al 
fin del núm. 507) que podemos tomar por límite ¿z^ 1 -{" — i la^ 
go X ^ ^ — • Entre este valor y el límite superior L estas 

comprendidas todas las raices positivas de r, pero esta fracción pue- 
do reemplazarse con un límite mas elevado [507 y 508], que estre- 
cha mas el intervalo en que están contenidas las raices. En el 
ejemplo de arriba las raices positivas están contenidas entre ^\ y 1. 
511. No conservemos sino los términos negativos de 2l y el 

primer término kx^ ; y tendremos kx^^ — Hx — JVx 
el nfímero L que sustituido en lugar de x da un resultado po- 
sitivo, produce evidentemente el mismo efecto en J¥, en que la 
parte positiva es mayor. Si k tiene el signo — -, podremos tanh 

bien hacer i kx ^ la suma de los términos positivos. Y asi 
concebimos que hai valores de x tales como L que hacen qme el 
resultado de X tenga el mismo signo que el primer término y 
que todo número ^L cumpla con esta misma coñdiekm. 

Si hacemos x :=» tendremos que el polinomio ^-HjMr-j-*9sr...y 

se convertirá en _ (A:z +pz +9'^ ' ); el ndmeio L 

z 

que da un resultado del mismo signo que k corresponde á 

p, cuyo número produce el mismo efecto en A:-|-»|ix-^gjr>.M.* 

Y así conocemos valores de x que son bastante pequeños pan 
que el signo de la cantidad k +px-{-qx' -{->..., «ea el mitwtoqee 
el de k, y que ademas todos los números menores que sUm 
cumplan con la misma condición. 

En estos dos casos podremos hacer ¿£r=5l-f-JL, siendo s 

te 

el mayor coeficiente de signo contrarío ¿ k. 



Sobrt ta etiitmtia dt tai Raict 



5U. Siendo Xu: 









o tenga signo —, ptiárt\ 



tnm'tr parn -x una teñe ile niimeroi que iltn á X valora crccíen- 
tti ('in prórimot vnat di otroi euantu te quiera. Con electo, há- 
g>3c a »= a y a +i, loa resnllndos P j P+P'Í+1P"? + .... 

tienen por diferentia a i{P'-t-5P"i-(-....)i aliora se trata de hallar 
nn valor He i que haga á esla cnnlidad menor tjue cualquier 
número dado h. Todo en eaia expresión es positivo é j njui pe- 
queña J ^f; hagamos ú la i que se hulla dcutro del parén- 
tesis =: I y í i 1 P*4-JP"+..., )^ ó <.A; y tendremos que la 
condición impaesta queda patentemente satisfecha. Luego la sa- 

lisfarenioB con hacei 6 i= 6 < 

^P-hiP"- 

Haciendo en se^da í r^(a-|-j]+i', y raciocinando del 
mismo modo lespecto í i\ tendremos otro teicer rMultado, que 
se diferenciará del aegundo, una cantidad menor que k y aaí 
en seguida. 

Spgiin esto, sea P la suma de loe términoa positíroa, y ^ 
la de los negalivoB de una ecuación X:^O^P — A", suponga- 
roos que z^o, y z=iA hayan dado rcíultadoa itc signos 
conlrarioi; eustituysraos á r en P y JV, en que lodo es posi- 
livo, una serie de valorea crecientes di'sde a baela A. bastante 
prúximos parn que los lesultadoa de P tengan consecutivamente 
una dircreticia menor que h. Habrá, á /o mínof, dos resultados 
sucesivos, que tcndr&n signos diferentes- Por ejemplo, ai 
x~ II da P' — JV' negativo, 6 P' <A" 
x= g da P" — -V" positivo , 6 P"y-JV: 
Como Py JV van creciendo, es claro que los cuatro nrtmeros 
P\ J>f\ -V-.y P" catan colocados pnr el ñrdtn de mignilud 
crecienlt-, y supuesto que los estremo» tienen entre sf una diferencia 
menor que A, tendremos' que P'—J^'yP" — JV" fonlBmbien<ft; 
por eonsigniente, estos binomios están tan próximos cuanto se 
quiera de coro, por ser A de una pequenez arbitraria, luego 
para que P — -V se haya convertido en cero, le falta una cM- 
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tidad menor que h. La idea que hemos dado de las cantida- 
des incomensurablcs, nos da lugar para concluir de lo espuesto 
que kai por lo ménot una raix de X^O entre lo» numerar a 
y A 9^^ ^^ ^ ^ tignot contrario». No queda escluido de este 
raciocinio el caso en que tengamos P=:JV. 

Si tuviésemos que 

x = V diese P' — JV' positivo, 6 P' >JVr' 

x= ¿ diese P"—JV" negativo, 6 P''<^If", 

dispondríamos los cuatro resultados por el orden de magnitud 
decreciente JV* P*, P" y JV"; ahora bien si JV varia por ínter- 
valos ^hy tendríamos que seria JV"— JV':=0, con una diferen- 
cia menor que h, y con mayor razón sería P' — ^' =iO= JV" — P*'. 

El proceder de arriba puede también servir para aproximar- 
se á discreción, á una raiz comprendida entre a y A; estrechan- 
do indefinidamente estos límites, sirviéndonos para efectuarlo ¿e 
las sustituciones de números intermedios. (Vea núm. 525). 

Luego, ninguna ecuación que no tenga raice» realee puede 
por medio de la sutlUucion de ninguno» numero» damot renr/- 
tado» de tigno» contrarios; el signo de todos los resultados es 

el del primer término kx^ , porque tan luego como x ha llega- 
do ¿ cierto límite, estos resultados conservan todos este mÍB- 
mo signo. 

513. P y JVconverjirán uno acia otro, siempre que P 8ea< JV; 
y diveijirán tan pronto como P haya llegado á ser ^JV; pero 
si estos polinomios pudiesen converjir de nuevo, y diveijir ea 
seguida &c. pasaria P'^-'^ muchas veces de un signo & otro, 
entre los valores de a y A ; y este precisamente es el caso que 
vamos á examinar. 

Convengarnos en que, siendo aun los resultados de signos con- 
traríos, pueda la ecuación Jí=0 tener dos raices a j h entre 
a y A; podremos (núm. 500) ^sentar X=(a: — a)(x — 6) Q. Si 
hacemos x:= a tendremos que x— a yx— 6 serán negativos, 
estos valores son positivos cuando xz=A, por consiguiente su 
producto tiene en ambos casos el signo -f-. Pero como JS. debo 
por suposición producir aun signos contrarios, sigúese que Q cám* 



t también da Eígno, y Q=:U lieoe un& rab compre 

, y ^! por coneijruienic X=0 tiene en eata e 



t que tengí cuatíD rni 
mi) in?din, la ciiftiítirís á 
■uililiiidoi lio* valor n t 
dt tignoi «mlrarior, tar 
\lrt etlat Itmittt I, 3, S....6 u 



\Ua<h 



Si 
eos, recoíiQCi?refjiftí vaÜ 
otra quinta, ¿ic- Y sbÍ, ricmpre 
lugar de x en X = 0, ilm reib 
cluirimoi que ttta ecuación tiene 
numero impar de raicei inUrceptiuliu. 

Si a y A dnu reaultados del mismo aigno. es decir que P — A* 
sea positivo, podrá suceder raui bienque todos loe números ioter- 
inodios entre a y A liag"" íl"o P>-JVi y que ninguno dé P:=A*> 
por coaBigiiienle en este ijitervalo no hai miz ninguno. Pero 
si haciendo i i= e du un rceiiltaJo negativo, podremos estar 
scguroH tic quo entre a y 8 'ib' 'i 3, S.... raices, y otras I, 
3, S.... entre 6 y ?i; que entre todos componen 2, 4, 6,.,. 
raicea entre n. y A. Y aai, «i doi tnnlidadei tUMtltuidat en lu- 
gar de la ineÓgnila, dan reJiulUdot del miimo ligno, Imdremoi 
que á entre etlai cantidades no hai raix ninj-una, & ñ lai hai 

El teorema recíproco ea también cierto ; porque si no hai 
sino tres raices a, b y e, por ejemplo, entre «. y A, tendremoa 
que Ib ccuicion propoeeta será 

los tres prímeroe factorcH serán negativos cuando se haga e:= a 
y poBÍlivos si i^ A y 80 prodocto tiene signo contrario; pero 
Q deba conservar el misino aigno, porque de no lor aai ade- 
mas de las tres raices ijiie hemos supuesto habría otras en- 
tro a y A- luego &e. 

El caso en que o=íi^f supone qOB X^(*—n!'>CQ. Todo 
-coantg llevamoe dicho tiene también lugar en este caso, solo 
que la rai£ a está compreodida Iros veces entre n y X: y aní 
las raice* igoalea no destruyen la jeneralidad de loa teoremas 
espu estos. 

514. Todos estos razonamientos suponen que ay A son po- 
eiliva»; si no Tuese ati, haríamos i « z=ii-^h en la propuesta 
kín+px^ +-■ y leniJriamosfc(j) — Aj^+píy — '*) 
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Hagamos asimismo en la propuesta á z=: a y x=: A los resolta- 
dos k tL^ + peJ^^ +... y k}i^ + p A*^ ...son preciFamente 
los mismos que bailaríamos si hiciésemos en la transformada ¿ 
yz^ih'i'a y A+A*. como la cantidad ^ies arbitraría, tendremos 
que estas sustituciones serán, si queremos, positivas, y se^un sean 
los signos diferentes ó iguales en los resultados, juzgaremos si la 
ecuación tiene 1, 3, 5. ..raices ó O, 2, 4. ...entre A+a y A-f-A- 
Cada laiz intermedia y=A-j- B ^^ daría unax= 3 compren- 
dida entre a y A (*); luego &c. 

El teorema del núm. 513, que no estaba demostrado sino 
para el caso en que X no tuviese sino signos -.f-, queda ahora de- 
mostrado para todos los casos; porque considerando aisladamen- 
te á P y JV, recibirán todos los valores comprendidos entre los 
que dan x=a y as=A,y la diferencia P— JV pasará por mag- 
nitudes tan aproximadas entre si, cuanto se quiera. 

515. Examinemos los dos casos de ser la ecuación de gra- 
do par ó impar 

A"»"* +px^^ + +tx+u=Qz=zX. 

I. Si m es par^ y el último término u positivo, haciendo i 
X = O, é igual también al límite superior /, tendremos que los dos 
resultados serán positivos; por consiguiente, si hai raices poñtivas, 
éstas serán en número par (513), Lo mismo sucede con las rai- 
ces negativas, porque haciendo x= al límite superior de estu 
— r, nos dará también el signo-f-. Luego también hai O 6 2, 6 4.. 
raices imaginarias; mas no hai ninguna señal que nos indique, si 
hai efectivamente alguna sustitución que haga que X tenga el sig- 
no—, de modo que quizas no habrá ninguna raiz real; pero estamos 
seguros de que lat raicea imajinariasy la» positivas y las negü' 
Uvas, si acaso las hai^ son en número par, siempre que el iU' 
timo término sea positivo y el grado de la ecuación par. 



(*) Si a y A s(m negativas, tales como — 2 y —7, un nitmero 
negativo comprendido entre 2 y 7, tal como — 4, se llama inter- 
medio; y «i a y A tienen signos diferentes como +4 y — 3, el 
número intermedio es un número potittvo ^46 negativo ^ 3/ lo/et 
como -(•S, —2 y O [véase núm. 116]. 



^ renl 



a ]io8Íi¡vo, habrá entrs estoi 

1 podra quix&i haber 3, 5....¡ 

i ijue los Eignos de km j <le 

I asugura li 



Cinuida el iiltiaio U'rmino u es ncgaivo, i 

tcsullailoB DcgatÍTo 
res una mil positiva, y tambivi 
bianiln á a en — tt tendremos 
pormanacen los mismoB, to t¡ne n 

paniliva en la iraosfurmaila, y de uiia Degatívi 
IpropijeeU, podrá también haber 3, &.... Luego loiia e 

par. y cuyo üUintn tÍTmina ct negativo , tieae dot raiceé 
tenia Je tignot conlmrint , y «n jeaeral UR número impar de 
eada ligno; liu iMujinnríit tan en número par. 

II. Sí ta ei imjinr, y el illiimo termina negatito,x:^0 yc^I 
Ana reaultidos dn BÍgnaa coiitrarioj ; por consiguiente hai una 
rsie positiva Ti 3 ú S. Despojomns & la ecuad^n propuesta de 
Citas raices, divlüiéniloln por If» factorca binomioa correspon- 
diente*, y el (luocienta que noa rcaultc será do grado par, y 
«demag tendrá el állitnu término positivo; porque sí quedosa 
«un alguna rsic positiva, recaeríamos en el caso prtcedeute. 
Lue^, la* raicei poiitcpi* de toda tcuacion lit grado impar, 
tuya último Urmina ii negntiao^ ion en número impari lat ni^- 
tÍBUi y loe inaji/iiiriai, ti acoja lai hui, B:in tn aiimera par. 

Cuando el último término u es positivo, si convertimos z 
ea—x tendremos que el primer término tx"* es negativo; y si 
cnmbiumos lodos loa Hgnos, eE primer término volverá á idqui- 
rit elstgno-l-, y como supiisínios que el último término era-f-u, 
M habrá convertida por medio del cambio de sígnoa en ncga- 
i»o; j aaí reeacremoa en el caso precedente. Luego íoJí eeua- 
de grado impar cuya (¡lUmo tirmino et potilioo , tiene un 
!ro imp'ir de rai<et nrg'tliixi»; liu poiUitiiu i imajinai-iai, li 
que lai kai, ion en número pnr- 

T'ida ecuación de grado impar tiene tina raii real de 
mgno contrarió á ni itllima tirmino. 

S- ° í^' ruicei im/ginariai de tai eeuaeiorui W» liempre en 

3.° Una Étuaeion quena tiene raicee reata ei neí 
de grado pnr con et úíliiiut Urmino poriííso. 

4. " Sean a, 6....— n"— .f..„ ]aa raices reales de u 



riamante 
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X=:T[x — a) («— 6).... (aí+a') («+6'). Suponemos que T=iO 
no tiene raices reales. Siendo el último término de X el pro- 
ducto del último término de 7*, que es positivo (3. ® ), por— o, 
— &....-f-<i*'-f'^'--* sigúese que su signo no depende sino del nú- 
mero de estos factores negativos. Luego el último térútino dt 
una ecuación es pontivo 6 negativo^ según sea el número de rai- 
ces positivas' par 6 impar^ sea cual/uese el número de leu nega- 
tivasy é imajinarias. 

516. Hemos probado sin fundarnos en el teorema (501), que 
toda ecuación XzizO tiene á lo menos una raiz real, excepto 
cuando el grado de la ecuación es par, y el último término po- 
sitivo. Si nos fuese posible hacer ver que en este último caso, 
existe, sino un valor real, por lo menos un símbolo aljehraicoy 
una función de los coeficientes {*) que reduzca X á cero, queda- 
ria demostrado que toda ecuación tiene una raiz , y según el 
núm. 501 concluiríamos que dicha ecuación tenia m raices. 



(*) Cuando una fórmula contiene diversas letras p, q ....tint- 
dtu entre n por medio de sifcnns que indican cálculos que esta¡í 
por ejecutar^ decimos q^ie etla formula es una función de las 
cantidades p, q.... que entran en ella. En el caso presente^ la in» 
cógnita X es una función de los coeficientes; porque si las raices 
existen y las haremos variar , no podrá la ecuación conservar 
los mismos coeficientes^ en vifta de que la ecuación es el produc- 
to de los factores binomios (x — a) (x — b)..,. IJai por consiguiente 
una dependencia entre las raices y los coeficientes^ y x dd>e contener 
á estos coeficientes en su valor; este jénero de retaciones se escribeni 

x=:f{'p, q....) üXs=;F(p, q....)« 

Se distinguen varias especies de funciones: las implícitas en 
las que leu cantidades ettan mezcladas entre n; y'— -2xy-f-l ce 
una función implícita de x y de y. Es esplícita la fundón^ cwin» 
do las incógnitas están separadas, como sucede en una ectuuiotk 

ya resuelta y'=x4: V(x'— 1) es una función espUcita de x. Loe 
funciones eljebraicas, son las que no contienen sino las operacúh 
nes del áljebra^ hasta la atracción de raices inclusive. Las fun- 
ciones trascendentes, lasque contiene los logaritmos, los esponentes 
incógnitos, los senos^ cosenos SfC. Fácilmente se entienden aAorA 
las denominaciones de funciones logarítmicas, esponcnciales, cir^ 
culares. Jeneralmente no se enuncia en una función^ sino oque- 
lias letras que entran en ella, y alas cuales queremos solo aten' 
der^ según el objeto que nos proponemos^ [ véase la nota núm. 260.] 




S3 



Cimliiomoa ' 



canU(!aJ 
+■ 



último término -^u de X, en 
negativa y arbitrnria — A; y la ecuación Iz +^3: 
•f-lz — h^O tiene i 1g nitnos una raix positiva a, y te divi- 

eit)¡i! por z — a, Aúea qi>e> después ile muchae divisiones pnrciales, 
lli'ga remo» par Gn á un dividendudc la fbrniB é^s — A, y lares- 
la siguiente ^u— A deberá eer^O, por cuOEÍguieulD aesuna 
ftineion de A tlelerminnJo por medio de esta eundicion, y cier- 
tamente que esta runcion existe, aun cu bu Jo no la conozcBíiioa; 
■Mgun celo tendremos la fauciou idcniica tiguicnte 



ix^ +f*' 



' +....4-'^ 



-A = (¿C«_a). 



Podremos dar á la arbitraria A d valor que queramos y la 
identidad Bubaitlirá. con tal que toincmoa pnra o el valor co- 
irespuodiente al que bayniDOs dado i k. IlngamoeaA^ — u. 
Tendremos que el primer miembro se convierto en -Y, y po- 
dremos ejecutar k división per z— o exactamente. Luego la 
eciiBciúD X=0 tiene !a raíz u; pero como introduciendo á — u 
en lugar do' A, los radicales que pudrían afectar á A en a, han 
quizá dejado de ser reales, podrá raui bien suceder quo a sea 
iniBJiuaria. 

5! 7, Podemos por medio de In jeoraetrhi demoBtrar loa teo- 
remas [núm. SI5]. La curba cuya ecuación es y^X no lime 
<jio una rania eontiiiua é inilr/tnidit en toi din tttitidoi (i'CNM 
(fig. 3): porque cada valor de * corresponde siempre í uno de 
y. A estas curbas su los dá el nombre de Parabólieai, porque 
una do las rariablea no entra en su eeunciou eÍuo elevada al 
piímer grado y ocupando un solo término, como sucede en lo 
parábola orilioaria. Las abscisaa AR, y ^Q de los puntos il> 
í¡... en que la curba corta al eje do las abscisas, correspon- 
den 4 y = 0, y son raicea do la ecuación ,X=:0; estes son po. 
silivas en lúa puntos de sección R, Q,... á la derecha del oríjen 
•^1 y negativas en los A', Q'....á la izquierda. 

Esto supuesto, 1.° si x=:=.4B y .lO dan resultados de sig- 
nos diferentes, tendremos que ios ordenadas correspondientes BC 
y DE eitiirlín á itao y otro lado del ejej y roNlinuaudo la cur- 
ba de C i £ encontrará al ejo lo mtnoa una vez en /I, & 
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3, 6 6... veces de B úl D. Asimismo, cuando x-rnAB y AP dan 
reeultados del mismo signo, las ordenadas BC y PM están al 
mismo lado del eje, y la curba va de C á J/sin cortar aleje 
6 cortándole en 2, 4,... puntos. Es fácil hallar en estas circuns- 
tancias las pruebas de lo que hemos dicho, números 512 y 513. 

2. o Cuando JIC es de grado par con el último término po- 
sitivo, tendremos que x = Oé = al límite superior j9P, nos dan 
puntos de la curba, que 6 no suponen de ^ á P ningún punto 
de sección con el eje ó suponen 2, 4.... Lo mismo sucede con 
los valores nesrativos de x. Pero si el último termino es ne^a- 
tivo hallaremos que « = nos da la ordenada negativa JÍF{ñg, 3) 
y los límites J? y Z> de las raices positivas y negativas, dan por 
el contrario las ordenadas positivas BC y DE; la curba va de 
£ á F, y en seguida á C, y corta á lo menos una vez al eje 
entre D y j4 , y otra vez entre A y B j puede también cor- 
tarle en 3, 5.... puntos, ya sea á un lado de .^, ó ya al otro. 
Todo esto está conforme con el nilm. 515, T. 

3. ® Si el grado de X es impar , y el último termino es 
negativo tendremos que x = c = al límite superior .^B delu 
raices positivas fiíg. 4) nos dan los putos Fy C situados á loados 
lados de AX; y la curba pa«a de F á C, cortando al eje en 1, 3, 
6 5... puntos, Y si el último término es positivo tendremos que 
«=0 é ^AB límite de las raices negativas ffíg. 5) dan los pantos 
C y Fy y 1, 3, 5.... intersecciones desde B k A^ como en el 
número 515, 11. 

Observemos que la curba toca al eje do las x cnando coinci- 
den dos 6 mas puntos de sección, es decir, que allí hai raices 
iguales, (véanse números 424, 523, y 713). 

De las Raices comcnsurablet. 

518. La ecuaeiofi x^ +px"^'^ +qx™''^ +...,+u=0 ct/yo# 
eoefieienUM ion todo» enteróte no puede tener raice» fraccionaria» 

tale» como x = -r-; porque en caso de que bajo el supuesto sentado 

b 

pudiese -- ser raiz, tendríamos que sustituyendo esto valor en 



ñ+p;^+ ■■■='' 



j multjpticnndo todoe lontérminos por h, hallare: 



) = 



vemos que la segunda parte es un múltiplo de b; luego a ca ¿i- 
Tíeible por b. cuya consecuencia supone 6 que fi^i,6 que los 
nümeroj a y 6 no son primeroa entre sí ¡núra. 94, 6. ° ). Luego Sic. 
Aá es que luego de haber preparado la ecuación eegun 
la espaeMo en el nún. S05, haciendo á y=:ki, tendremos que 
los coeficientes serán todos enteros, y el coeficiente del primer 
término serü I; podemos eatar seguras de que en la Iransforoia- 
da en y no hai ningún vnlor fraccionario de y, y dividiendo las 
raices reales de ¡f por k, liallaremoa las de z, cuyas raices no 
■erin enteras sino en el c&so de que esta división sea exacta. Y 
así Ib indagación de tas raices fraccionarias que puedo tener una 
ecuación, queda reducida á la da tas raices enteras de su transfor- 
mada. De este modo obtendremos los factores binomios racionales 
del polinomio X, dlridido por el coeficiente de su primer término. 
Sen JC=fcx'"+px""'+St ""'...+* !'+(«+" =0 

yrupresenteffloapor ti"*" -^-p'' ~ ... + •'''+''«+"' ^0 

d cociente del polinomio X dividido por x — a. Hemos dado 
(núnn. 600) un método parn determinar el cociente y la resta It, 
eegun se ve aquí 

ka+p=p\ irp' + q=^q\...t'tL+i~f. t-<i-|-l=u' 
la resta de la división ea R^u'a-f-u; luego 



En lugar de calcular sucesivamente los coeíici«ntcsp'...(', l',u' j R 
de unos en otros, podremos hallarlos, cuando conozcnmos 6 ü, 
en firdcn retrógrado «■,(■.«■.._ este modo de calcularlos, no es 
útil, siuo cuando se traía do hallar los raices unieras. Con efec- 
|jtO, la condición necesaria y suficiente pata esprcsir que «—o 
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divids á A\ 06 que R sen nula; ahora bien, si a es un número 
entero, se sigue do la naturaleza misma del cálculo, que p'.... 
*', /', u\ son todos enteros; y atí, 1 . ® a divide á u, por eon- 
tis^uiente no podemos hallar tas raices enteras de la ecuación X =0 
sino entre los divisores de su último t¿nnino\ 2. ® a divide iam^ 
bien á t— u', y en spguidaá s — f...,; finalmente, divide también 
á p— !>', y este último cociente es el coeficiente ]í del primer tér- 
minOi tomado con signo contrario. 

Eftas son las condiciones con que debe cumplir cualquiera 
raiz entera o, y os evidente que todo nrtmcro entero o , que 
cumpla con ellas, es raiz, porque componiendo, por el método de 
que se trata, el cociente de X dividido por »— a, Uegarciuos 
á hallar una resta nula, y los cocñcicntes kyp\..,*\ ¿', u', tak-s 
como los hornos obtenido. 

Presentaremos aquí la marcha que debe seguirse ; toma- 
remos todos los divisores del último término ti, tanto con el sig- 
no -4" como con el — , y los cocientes u* de ii, dividido por 
estos números; los someteremos en seguida á las pruebas pres- 
critas arriba, si en la sucobíou de los cálculos, hubiese alguno 
de estos divisores que nos diese un cociente fraccionario, lo 
desecharemos, porque según lo que hemos espursto, éste no pue- 
de ser raiz; y reconoceremos como tal, á todo divisor que por 
último nos dé — A:, 6 el cocfíciente del primer término tomado 
con signo contrario. La serie de los cocientes numéricos ha- 
llados por este medio, son los coeficientes ti', /', s\.„k del co- 
ciente aljebráico de X dividido por x — ¿r, pero debcu tomarse 
con signo contrario del que tuviesen con et^ta serie. 

Como^^l divide á todos los números; y como loa ensayos 
de estos divisores de ti, deben dar siempre cocientes enteros, 
no podríamos conocer, hasta el fin del cálculo, cuando viésemos que 
nonos resultaba — k por cociente, que -4:1 no era raiz. Preferi- 
remos por esta razón el su.<itituir -±,1 en la ecuación. Asimismo 
no 50Tncterenio3 á eMas pruebas á los divisores que son ma- 
yores que el limito de las raices (núin. 507). 

Son por ejemplo 1 a ecuación «' — x' — 16c*-|-55r — 7.^=0; 
como "/.JrzSXj't hallaremos con facilidad (núm. 25) qnr los di- 
viaoret de 75 son it (1,3, .>, 15, '2.'j y 75). Escluiremosá ^\ por 



<7 

'inB,iloE üe tloa cu doi c* — 90 -{-54, 
\i ruma do es cero. Esclujamn» 
n nmyureí (¡ue -t-n y — J7, que 
aoii 1q9 limitfis de las faioes. l'oia colocar el cálculo de un n\'>Í9 
c&iDOilo, adoptarcntoi la fomta aigiiieiile, en ei que el signa * 
MDtla loe divisores que dcliea dececiinrEe. 

to=: 15 S 3— 3— 5— 15— as 
— «'=— 5—15—55 95 15 5 3 
S5 — «■= 50 40 30 BO "O ÍO 5* 



^ue !a luta» de loa GOelicieDlee ti 
y ya aea que tomemoa ±54, 
eaimiamo & los divisores que bi 



-i6—f = — B 



+ G 
+ i 



Y a^ es, que l( 



, ccuncion propiipjtn no tiene tino doa rai- 
3 y — 5, el cociente qiio resulln da ilivi. 
— Cj'-^U» — 15 y dividiónUoln de nueTo 



—3 tendremos 
(.-f-5) 1,_3)(,.— 3r-í-5)=i»— J'- 
) aquí olroí doa rjemplos 



lr + IO=0 






I_u'=:— 3— 13— 10— 



-G3t + 3S 
4 5 2— t— 3- 

g 12 IB— IC— 1t— 



•+25-J-1» 
. -t-IB + ll 



fíctor i-|-3 IOS do en la primera el cociente j'— Ii+í^O. 
un examinando en la segunda, ainn loa divisores de 3Ú r.ota- 
:nilii!os eutre los Iimilt;s— i y -f- lO, !iail»ri>[iiua el ííwWt i-í-3 
el coci-nie ü»'+i7s— 15. 

Vuil algunoa pralilemoa que puadfin resolverle pnr este mútnilo. 

'.. Hallar on miinoro .V conipucsto do trca cifria i. y y « 

■Ice, que m prodoeto il-S S4¡ ^. ° qno la cifra del medio aoa 

1 pwte da h BUri» do laa oira» dos; y 2. ° que final. 
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mente, restando 594 del número propuesto, esté la resta expre- 
sada con las mismas cifras, escritas en orden inverso de las 
que formen el ndmero que se nos pide. Como sabemoe que 
JV=:i00x+10y+x, tendremos 

«yxr=54, Gyiszx+z, y l00x-f-10y-^«=A* — 594, 

Esta última se convierte en x— j;=6; y elimnando & y 
tendremos x*x-f-><'=324; finalmente, introduciendo á x-f-6 en 
lugrar de x, será 23-f-9x'-(-l8z= 162. Pero como x^y j «son 
enteros, el método prescripto nos da « = 3, de cuyo valor sa- 
camos que x=9 é y=^, y finalmente que JV:=923. 

II. Cual es la base x del sistema do numeración, en que el 
número 538, esté espresado por los caracteres (4123). 

Para resolver este problema, nos será preciso hallar las rai- 
ces enteras y positivas, de la ecuación 44*-f-1x*-(-2jr-f*3:=538, 
cuya raiz es x = 5, [véase la nota páj. 6 del tomo I]. 

En jeneral, si A es el número espresado por las n cifru 
a, h, r....t, conoceremos la base x del sistema por medio de la 



ecuación. 



ax -f-ox ....=rj9— • 



cuya ecuación no tiene sino una raiz positiva (núm. 530]. Ade- 
mas, el valor de x es entero y ^o, 6, c»„,ú 

IIL Si se nos propone la ecuación 8 (J)^ ""'' ' • ^125; 
tendremos, que el cálculo del número 147,3.® nos da, con mo- 
tivo de ser >|>=:(f)^ 

(x3— 5*»+3x+3)log.|=3log.iü«> — 5x»-J-3Jf+3 = — 3 

Y de aquí sacamos qucx = 2é =é (34^V21). 

IV. Respecto á la ecuación C2«—-19j;'-f*289*— - 18x^-4:= O, 
haremos á x= Jy; y tendremos y« — 19i,»4-lG8y* — 648y-f-864=0. 
En cuya ecuación no liai raices negativas, y las positivas son 
<"20; y como 864=: 2*. 3», tendremos que comprobar los diviso- 
res ^, 3, 4, 6. ...18. Y hallaremos que y =3 y 4: por consiguiente 
la ecuación transformada quedará reducida á y»—- 124-72:=0; 
y finalmente hallaremos que x=l, J y 1 db V — 1. 
Del mismo modo veremos que 

6x»+15i^+10xí— ac=:x(a:+l)(a;4.l)(2r+I)(3i»4-3x— 1) 



^: 



W 



SI9. VeDiM que ealua cílculo» |iu«dL-u ser mui largon, y por 
lo tanto preseatn temos aquí un iiiixjo di: abfc'iarlod. Hagamos 
i x=g HD la couocion propuettii X=0, y sea U el reaullft- 
do i\ae híilleraos; bí ahora hacemos ■ = »+ (j, lendrumos que 
1» ecuación trínífbrniada i +Pi " ... lieiie prtc i sámente í 
U pnr último término (503). El rilar de ( es en este coso, el 
do uu entero cualquiera; las riiii;es erilerae de x conespunden 
¿ los de < cumpreudidcm entre los divisores de U. Keiiresente- 
nos eslOB divuores por ±d', ±cJ"....: ce evidunle que luí raicea 

tnu todas comprendidas bajo k forma x =: g -l-if. 

leberá dividir ol último término de X. 

itítdyue i X an entero cua^uiern g; tomenie to- 
los div-isoriss i:il del resultfldo f ( eerá muí útil que elija- 
mos el entero t '^'^ suerte que C tenga un corto número de 
tliviaoies}; f no deberemos someter al proceder prescriptu por 
el método jeneral, sino aquellos divisores del último término u 
(|ue eiitvn coroprundidos bsju I» forma ^ -±,1/. Podremo* d»r & ) 
otioi muchos valores y estos nos darán í conocer otros tantos 
eiilemaj de esclusioO' 

Haciendo en el problema IV á y '= I , tendremos que U^^Ot, 
cuyos divisores son I, 3, 3, O, fl I; [>ar consiguiente liis raices on- 
tettE de y son ile iti forma 1 db estos divieurea, y asi y »t halla 
entre los números S, 3, 4, 7. deteniéndonos rn los b'mites O y 30. 
Vomoa pues que no deberemos examinar sino ú. 2, 3 y i porque 
-; oa divide á8S4. 

5Í0. Datertninemos «hora los fietnrcM rommiuriAki tle *e- 
ganilo grailo Je ía Kuaiton X=0 Siendo uno du estos fsclo- 
rea x*+iw + S, el olro factor de la ecuación tendrá una form» 



+ )»'* +-... y según esto tendremn» la etua- 



x=(«r+«i+6¡(.'' 



+P1 



«-3 



+í» 



„..) 



loa coeficiuntcs son m este eatn las iiicigtiilas y eu citmcro es 
m. Ejecutemos las multipNcMiones , y conipa remos en lo» Jos 
miembros, cada término con su onrrenpm; diente [v<:aite niim. í'6]; 
y hallaremos m cciiacioncí; eümiiuitdo entre lodaii ellas a ;/', q'... 
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noB quedarán dos ecunciuncs entre a y 6, y por dltim:), una sola 
que contendrá á 6 elevada ni grado {m[m^\) por ser éste 
el nilmero de combinaciones de 2 en 2 de loa fuctorce de primer 
grado. Esta última ectiacion, dará para b lo menos un valor co- 
mensurable, porque de no ser así, no tendría A! ningún factor 
real de segundo gradu; introducido este valor de 6, en una de 
las dos ecuaciones en a y ¿, nos daría á conocer Á a j en m- 
guida tendríamos conocido el factor «*-{*'" '4*^* 
Sea por ejemplo 

de aquí sacaríamos que 

a+/>' = 0, ¿» + a/>' + ^' = — 3 pb + ag'= — 11 y g'6 = 5 

Las dos primeras, nos dan \oi valores de p* y q'; que sustituidoe 
en lad otras dos nos dan 

2a6 + 3o— a» = 12 y 6»4.6(3— a«)+5 = 

y eliminando d 6 tendremos a'^-Ca^— na'= 144 ; y de aquí 
sacaremos a = 3 y — :?, y 6 = 5 y 1, y en seguidk loa facto- 
res (x»+3x+r,) (*« — Ca+l). 

De la Eiiniinacion, 

b1\. Siendo »^,a, B,b,.., funciones de y, se nos pide indagar 
todos los valores jtarcadot qnc sustituidos en lugar de x é y en 
los polinomios Z y T, los reduzcan á cero; sean estos polinomioi 

En las cuales supondremos que «i= ó >n; dividamos el poli- 
nomio Z por 7^ y para evitar las fraccionos, multipliquemos si 
abí fuese necesario \\ Z por un factor Jú cuyo factor Jiaga que 
A sea multiplü do a-, el fnclor J)í, es ó un níímero 6 una fun- 
ción de y ('•'). Roproáontemos por Q el cociente y por jR la 

(*) El factor M ve dcUrinina lo viiHmn que en el co7Hun divÍMor 
[p. 155 t- I). Cuando el grado n=:m — 1, que es lo que mas je* 
neralmenle sucede^ (á lo mono» en la¡t divinones subsiguientes] ío- 
viaremos d M = u*, que es el cuadrado del primer í'oijicieníe, 
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rc«ta, que será una fnncioii de y, y teudremos 

Efta ecuación es idénUcoy está esenta de fracciones y de 
irracionalidades, y se verifica, sean cuales fueren 9 é y; por coa- 
siguiente sustituyamos en lugar de x é y uno de los pares de 
calores hallados y tendremos que Z y T serán cero; y por con- 
siguiente lo será también i2, es decir Rz=zO y 7=0. 

Y recíprocamente, si hai algunos valores de r é y que ha- 
gan íl R j T cero, tendremos también que JlfZ=0; luego en 
esta ecuación será precisamente JV/=:0 ó Z=0. 

Y así cuando en lugar de las ecuaciones Z=:0 y 7*= O 

tomamos estas otras R=.0 y T=i O 

deberemos hallar en éstas, todos los pares de valores que tra- 
tamos de indagar pertenecientes á s é y; pero como estas ecua- 
ciones contienen ademas, los valores que dan Jtf=0 y T=0, 
cuyos valoret ion ajeno» á la cuestión é introducidos por la mar^ 
cha del cálculo. Vemos, pues, que el problema se ha converti- 
do en otro mas sencillo, aun cuando contiene estas otras solu- 
ciones inútiles ; estendiéndonos siempre en el cálculo de la 
división de Z por T hasta tanto que x se h&Ile en la rosta R 
•levada á un grado una unidad menor, que lo que está on T. 

Dividamos asimismo T 6 mas bien M ' T por 12, siendo Jtf' 
un factor conveniente, que haga el mismo oficio que el que ha- 
cia Jlí en la división anterior; sea Q' el cociente entero, y R* 
la nueva resta, y tendremos que 

MTz=iqR + K (2) 

Del mismo modo probariamos que todos los pares de va- 
lores que hagan nuloa á los polinomios T y 72, hacen también á 



del divisor T. En tal caso, el cociente es 

Q=a(Ax+B) — Ab. 

Formarmiot inmadiniamcnie etta rnnlidad, y tu producto por 
T, cvyo prodvrto lo rttiaremos de a'Z: los dos primeros térmi- 
nos desaparecerán , y aun será inútil ha^amus cuso de qIIok; 
y de etti nuKlo hallaremos li r$jtta II por medio de un cálculo 
muí yariV. 
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i2=0 y i2'=:0 cuyas ecuaciones admiten todas las soluciones 

quQ buscamos; pero que recíprocamente contienen también estas 

ecuaciones los pares de valores que hacen nulos á los polinomios 

J^r y Ri y que considerando estas últimas ecuaciones en lugar 

de las propuestas, tendremos las soluciones pedidas, y ademas 

otras que son ajenas al problema, y hacen que sean nulos los 

polinomios M y R o los -W y T, 

Se continua de este modo el cálculo , que según vemos no es 

otro, que el del común divisor etUre los polinomios Z y T, hasta 

que el grado de x se haya disminuido en el dividendo mV y 

en el divisor D tanto que nos dé una resta Y independiente 

de x¡ es decir 

my=:Dq+Y...,.{2) 

de cuya ecuación sacamos que DzrO, é F=0.... (4). 

Por consiguiente, estas] dos ecuaciones admiten todas las so- 
lociones que buscamos; pero ademas tienen otras que son aje< 
ñas al problema, cuyos valores los reconocemes en que hacen 
nulos al mismo tiempo á uno de los factores introducidos JIf, «/If*...» 
y al divisor correspondiente T, R....D. 

La ecuación Y=: O no tiene sino una incógnita y : de- 
terminaremos pues las raices de ella ; y sustituyéndolas en 
J5=0, cuya ecuación es on jeneral de primer grado en *, 
tendremos cada valor de x que se asocio, para formar el par de 
valores, con el corrcspondicnto de y\ sin embargo, si la ecuación 
/>=0 es de segundo grado en x, cada valor de y se asociará 
con dos valores de r, y así en seguida. Luego para eliminar 
á X é y entre las ecuaciones Z=0 y T = 0, hallaremos el co- 
mún divisor entre Z y T ordenados según x; estenderemos el 
cálculo hasta que nos resulte un divisor D, que nos dé ttna res- 
ta Y independiente de x; finalmente reemplazaremos leu ecuacio- 
nes propuestas con las Y =i O [y D = O, que se llaman £!cuaeionei 
finales. 

Sean las ecuaciones C«' — y2-f-l=0 y x^ — 3xy-|-yS-|-5^0 

dividiendo la primera eriincion por la segunda el cociente es 

2: y la resta, luego de haber suprimido en ella el factor 3, es 

Dz=z2ry — -y* — 3 = 0; multiplicando ahora, la segunda de las 

^ecuaciones propuestas por 4y^ y dividicrulo por D, resulta el 




eeewntsMy — 3y'4-3. ylarests 7= — v'+Ss>+9=0. Rc- 

■olveiemaB Esta ecuación haciendo á^'^f; y según «Ela tendio- 
mo3 i' — 8i=;9, y i^9, y — I; y en KeguiUa y^ + 3.y 
-4-V — I; finalmente sustituyen ilo en D. linllarcmos loi valo- 
res eorreapondientes t=+2; Ip-v — I. 

ReEpecto álaBCCuacioDesí'+í-ry — 3yí+l=:0ya'— ¡/« = 
hallaretnoe que la primera toeLa. es D^^sj—üy'-^-l, y la ce- 
ganda r=;4j(« — 1=0, y finalmente 

Stendo P,Q,py g funcione! de g, tendrcmoi que lu ecua- 
ejone* 

nof dan las ecuaciones finale* {P— p]z-{-Q^;=0, 
(«-9)'+9|í'-f;-=f(9-9)(l'-P)- 
Respecto ¿ loa ECiiacioneft ar'-f-a'— ly* — y':=0 y Ca' 
— a[4y — 1¡ — .Sy'+y^O tendrcmus que lo primera resta es 
[I8y» — íy — 1)1 + 32^ — 0í' — y = = /J; multiplicaremos al di- 
visor pitr(l6j' — 2y — i;', y te dividiremos por D, y hollaremos la 
ecuación final 3Sji» (4y— I2s'+3y-j-i)^0^1'. De aquí aa- 
caiemos que y^O, ¿ igual J (oiÍm. BMl); en seguida haremos qoo 
y descienda al segundo grado y hallaremos que ij^t(S+ v33). 
Y finalmente, D nos dar& loa valores correspondientes z^O 
4.— ly— 1. 

513. Réstanos ahora distinguir , 6 mas bien evitar las «i- 
tucinn«t iijtna$ al problema, en Jecir aquellas que liacen que 
sean nulo^ los polinomios Jlíj T, bJO'yR, ó 6¡.c. Seay=<|> 
una raíz de la ecuación JH^Q, cuya ecuación no contiene í 
I, austituyendo el valor de y en T . tendremos una ecuación 
T,^0 que no contendrá mas inc6[;^ita que á a, cuya ecua. 
eion no será ■ lo mas sino del grado n— I, en vista do que, 
por ia naturaleza nii-ma del c&lculo , debe JV ser factor del 



cocScicnle e 



«cuacion T, ^Opodterooa i 

respondiente iy^q), que harán 



■.^x'+lx"' 



,; resolviendo U 
íi — 1 valores, x;= ^^. 
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nulos. Sustituyamos (p y n{« á y y jt en las ecuaciones idcnticaff 
(1) y (^}» veremos claramente que sarán A y A' nulas: de aquí 
era preciso concluir que después de haber introducido á Q en 
lu«ar de y en estas dos restas, hai en cada una de ellas fi"— 1 
valores y^ áe x que nos dan RzzzO y jR'zrO. Pero esto 
es absolutamente imposible , por ser R* de un grado infe- 
rior al (n-^l) cuyo grado es el de 13; y así y=:(() debe, hacer 
que JR' sea cero» sin necesitar para ello do ningún valor de Zy 
6 mas bien diremos que JH divide á R\ Luego el /actor lA in- 
iroducido en la primera ¿fieman, e» divisor de la segunda resta 
R', 6 R==Mr. 

Desechando de K el factor Jfl^ es decir reemplazando » 
R por r, habremos desembarazado la operación de las raices 
ajenas at problema, procedentes de Jí; hecho c^to efectuaremos 
el cálculo del común divisor con la cantidad r en lugar de R\ 
Hallaremos asimismo que «AT divide exactamente á la tercera 
resta R'\ ci>ya reista la reemplazaremos con el cociente de R" 
dividida por M, y así en seguida. En ñn hallnremos la ecua- 
ción final Yz=. O desembarazada de todas estas raices; el último 
factor m de la ecuación (3) no pue^e introducir ninguna otra, 
en vista.de que todo factor y=P de m y de F debe también, 
dividir á D (Véase núiii. 523,4. ® y 4. o Caso.) 

Obsérvese que si hacemos á y= ([) cu T y jR, los polino- 
mios que rosultcn en x deben ser idénticos, porque ambos son 
nulos con la introducción délos mismos n— 1 valores j?:=\{i. 

Por ejemplo «'y — C«+1=:0, y *» (y — l)+ar — 2=0, mul- 
tipliquemos la primera de estas ecuaciones por Cy— 1/ y dívi- 
damugla por la segundo; 

la primera rcita acra — x[ij^ — 5y+3)+(^' — 4y-f-l)»...(D) 

nmllip^.iqucmos el divisor por {y- — 5y+3;^ y nos resultará 
2. ^ rosta y- — lO^<-J-37y» — 6 ly'+52// — 16, que es la ecua- 
ción sigiiicMito quo debe ser divisible por (y— l)a; el cociente es la 
ecuación íiiial, despojada de todus las raices ajenas del problema» 

ya— ay' + 20y— IÜ = ( Y) 

cuyas raices son y =4, 2 y 2, y i>=:0 nos da «= — 1, 1 y 1. 
•Si :5Uccdicso quc la ruizy=:'{^ de la ecuación «^ =0, rcdu- 
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jcse á T al grado n— ^, en este caeo, decimos que, Jú no di- 
vidirá ya á i2, porque las ecunciones i2=:0 y A'=z:0 podrían ad- 
mitir las n— 2 raices ^ de 7=0, y ya no podríamos aplicar el 
raciocinio de arriba. Esto es lo mismo que se ve en el ejemplo si- 
guiente, en el cnal el factor y introducido en la primera divi- 
sión, no divide á la segunda resta, y se vuelve á hallar en ia 
ecuación ñual. 

(y— 1)«^— 1 = 0, y*»— «-1-1 = 0, 
1.a reata a»(y— i)— «(y — 1]-^y, 
2.a resta x(2y«— 2y+i)4-y>+y — i, 
3.a resta y(y« — 7y»+14y» — 9y+2). 

S23, Hagamos ahora algunas observaciones importantes. 
1.a Si x=;a é y:s(3 hacen que Z y T sean cero, ha- 
ciendo á r=A en estos polinomios, los resultados que hálle- 
nos no contendrán ya á «, y son ambos nulos por el valor de 
y=0; luego y— -^ es un factor común de ellos. Para ase- 
gurarnos si el valor de x= a es el que forma una parte de 
las soluciones que buscamos y hallar en seguida la raiEy=f^ 
que á él lo corresponde, es preciso hacer en Zy 7 á jr=a* 
hallar en seguida el común divisor entre estos resultados, é igua- 
larlo á cero. Si este factor es de segundo grado, tendremos 
que el valor a corresponde á otros dos valores de y &c. 

2.a Si alguna do las combinaciones do los polinomios Zy 
T nos produjese un resultado mas sencillo, preferiríamos ésto 
a1 polinomio Z; del mismo modo, será bueno ordenar los poli- 
nomios con relación á y, siempre quo por este medio resulte 
■er el cálculo mas fácil. Así es que sumando las ecuaciones 
del primer ejemplo de la pajina 72, y ordenando con respecto 
i y, qao no está elevada en la suma sino al primer grado, ha- 
llaremos inmediatamente las soluciones. 

Cuando Z y T son de un mismo grado m, eliminando de 

mam 

ellas á X como si fuese una incógnita, podremos disminuir una 
unidad el grado de una de las ecuaciones. 

3.a Si el polinomio Z está formado de dos factores raciona- 
les Z=:PXQ» 08 evidente que al mismo tiempo que sea T=0, 
deberán también ser P, 6 Q nulos. Y asi el problema pro- 
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puesto 86 descompondrá en dos, y no admitirá otras solución 
que las de este doble sistema, 

T=0 á una con P=:0 6 r=0 con Q=0, 

Y si r, P 6 Q pudiesen descomponerse aun en otros factor< 
el problema quedaría reducido á otros roas simples. 

En el primer ejemplo pajina 73 tenemos que la ecuaci 
«»— y» = nos da z4-y=0, y x.— y=0, según esto no 1 
brá mas que hacer á +r=ycH la primera ecuación. 

4.a Si sucediese que uno de los polinomios que hallemos 
el cálculo contuviese un factor que fuese función de 3^, este de 
ser también factor de cada uno de sus términos en particu 
(nilm. 102, II] en este caso no podemos, como lo hemos hecho cut 
do solo tratamos de hallar el máximo comnn divisor, suprimir e 
factor. Según lo que llevamos dicho, es preciso igualarle á ce 
y considerar separadamente esta ecuación, que contiene CD 
una parte de la solución pedida. 

Per ejemplo, respecto á las ecuaciones *» — 2*»+y*=?:0 
«•(y— 2)+jry=:0, multiplicaremos la primera por (y— íp, y 
dividiremos en seguida por la segunda; 

l.a resta y [<3y— 4)+y(y— 2^»] (O). 

Antes do tomar esta resta por divisor, suprimiremos el £ 
tor común y, haremos y=0 en la segunda ecuación, y hal 
remos que también 7=0. Enseguida se obtienen los otras f 
ees con multiplicar la segunda ecuación^ por (3y— -4j*, y di 
diendo &c. La segunda resta debe ser divisible por (y— < 
suprimiendo este factor ajeno del problema, llegaremos á la eci 
clon final y«fy»— .6ya+9^— i) = 0, (F); de 1a cual sacareii 
que y = O, I, 1, 4, y en seguida «==0, 1, 1,— -2. Asímb 
las ecuaciones 

a»+jí(y — 3)4-59— 3y+2 = 0; y *»— 5x+y«— y=:0 

nos producirán la resta (y— .l](x— 2]; haremos á yz:l ei 
divisor; y de aquí hallaremos que x=:0 y 2. Continuaren 
en seguida el cálculo respecto á la resta x— >2; la resta fi 
es y»— y=:0, es decir j;=:¿ auna con y=0 6 1. 
5.a Si Z y T tienen un factor covtun F, de modo que w 
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Z'^L PF y T=z QF, este problema fe resuelve haciendo á 1m 
polinomios P y Q nulos 6 á F=0; con el primer sistema sa 
proceile por el método ordinario, y nos da las diferentes solu* 
clones que puede tener la cuestión. En cuanto á la ecuación 
J^=0, como por medio de olla sola no se pueden determinar á 
* ^ y% sigúese que el problema et indeterminado, iSi F no con- 
tieno sino d X 6 ^, el valor de esta incógnita se saca do esta 
misma ecuación, y la otra ea arbitraria: Si F=:0 contiene i,» 
é y se da á una de estas incógnitas un valor cualquiera y 
de aquí se deduce el vulor de la otra. 

Por ejemplo, si operásemos con las ecuaciones 

(y — )4aí«— y+4=:0, y 4» — z*— -«y+y=0 

bailaríamos el factor común x — 1, es decir que tendriamoi 

(y— 4)(x+l)(r — 1) = 0, (*»— y) (x— 1) = 0; 

haríamos á x=:l y y seria una cantidad cualquiera. Ademas da 
este número infinito de soluciones, tendriamos también las qaa 
resultan de la supresión del factor x— 1, á saber, y'=l| y 4, 
y «=—1 y ±2. 

La regla preácripta ndm. 521 , nos presenta cuatro casot 
do excepción; porque puede mui bien suceder que la resta fi- 
nal Y no exista, 6 que sea un número, ó que el ultimo divisor 
D sea nulo por sí mii«mo, 6 que sea un número; en cuyos casoa 
pueden hacerse k Y y D nulas. 

l.er Caso. Si no existe la resta Y, es evidente que sustér* 
minoa so destruyen entre sí, en este caso, hui entre Z y 7 un 
factor común, que es el último divisor. Acabamos de examinar 
etta circunstancia f5.a) , en la cual es indeterminado el problema, 

S. ^ Caso. Cuando Y es un número: como en U ecuación (3) 
no pueden hacerse nulas en un mismo tiempo k V y Dy de- 
duciremos del análisis del núm. 621 í^m^ el problema t» absurdo^ 
por consiguiente, el problema propuesto contiene condicionas con- 
tradictorias, esto es precisamente lo que tiene lugar en las ecua* 
cionea 

3i« — 6«y+3y« — 1=i;0 y 2x«— 4ry+2y«+l = 0. 

Escríbanse dos ecuaciones cualesquiera con una sola incóg- 
nita, pctr ejemplo, las 3s'— -l=s:Oy 2«*-^l:=0; as imposible so 
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coezistcnciti [ exceptuando el caso do tener un factor óomoil 
ndm. 501,3.^]; h^g^ise á ;r=«+y 6 ar— -y, 6 igual ¿cual- 
quiera otra ñincion de r c y , es claro que el problema pro- 
puesto sorá absurdo, 

3.®r Caso. Cuando el úUbno divisor D »e convierU en tm numen 
a , por la sustitución de una raíz |3 de y en la ecuación D saca- 
da do y=0. Dividiendo á D por y — p, el cociente será K eapre- 
sado en i: é y, y la resta L lo estará en y sola, 6D=^(y«— p) 
ÜT+Xí, con el fin de que bacicndo á y=0, D se reduzca al 
valor a que adquiere L. Ahora bien, para que D sea nula con 
el valor y= ^ es preciso evidentemente que x sea infinito. Por 
ejemplo, las ecuaciones 

y»i'+ry«(y— 1)— 1±=0 y y«x»+y»—y«— 1=0 

dan por ecuación final y3(y—-1)=:0, y por último divisor 
xy— 1 =:0i luego yr=1 corresponde áx = l é y:ítO á r^OO, 

4. o Caso. Cuando el último divisor D e» por ñ mismo mdth 
haciendo á y=P> cuyo valor se saca de la ecuación F^O: en 
este easo (núm. 500) D tiene la forma (y— p ] Jif; en virtud de 
]a ecuación (3) vemos que y — (^ debe también dividir á F. 
y que hubiéramos debido igualar á cero separadamente al fac- 
tor y— p (nrtm. 523, 4. ° ). Por consiguiente conviene volver á 
empezar el cálculo, y tener en consideración esta observación. 
Presentemos ahora un ejemplo para enseüar á eliminar tres 
incógnitas: y sea este 

«— 2y+s'=0, *«+y«=0 y *«x=:l. 

Eliminemos á y entre estas ecuaciones consideradas de dos . 
en dos y tendremos dos ecuaciones finales en x y r, y ai en- 
tre estas eliminamos á 2, nos quedará una ecuación en x acia. 

**+2a:«>+5a« = 8, «»x=l, 5jp«— 6«>= — I. 

Por consiguiente tendremos z= + l, 5x»=l, y así cono- 
ceremos lai cuatro raices de «': el valor de z se saca de la 
ecuación «'x^i, &c. 

Raices iguales. 
524. Descomponiendo en factores al polinomio A, cnyo gra- 



do cti Bi, tomará uiw de lud foruins EÍguientcs, 

6 Bino X={x—af{x-'bf[x — c]{x—d) (B). 

Eii este úlliiuo caso decimos (¡ue A' tíeno n Tadotta igua- 
les á i — a y p iguales á « — 6, G qiio la cciiaeion .V=0 tie- 
ne n raicea igutlea í a y ¡i raíces íguaTes á ¿. Ahura trata- 
moa do cerciorarnos, antes Je conoci.T están raices, si A' ee tialla 
cti BEte lÜIino cuo; ; ai ce ani, dar li esle puliiiomio la ronua 
(B}, eiipoDiendo, para todo esto, tjue sepamos ya resolver Ui 
en do raices igual ed- 
il (^¡ Cí idéntica, podremus recrnptaisr en 
ella X con y+i: hacHindu esta aurtiliicion y dceariollanilo el 
primer mietnbru eegiui laa potencias crecientes de ¡r, nos iceul- 
tará esta ecuación idúotica (m'im. 603). 

A'' es la derivada de -Y, X" lo es de .Y'.. .pero el segundo mícmbru 
ceti formado de tactores que liencn-á y por primer término, |Hir 
cuntii filien tu etste producto Cítá cumprondidu en la clase do Ion 
productos ijiie heraod vÍ!to, niím< 87, 4. ° ; gus coelJcienles son 
lus productos de loa segundas parte» x—a,x — íi.j!— í... de 
estos t^ctoTca, tomados de 1 oii I , de 3 en S, de ~J en 3.. ..Luego 

¡■° Jí es el producto de estos m bluoinioe. ú el polinomio {A). 

S. => X' es la Buuia de sus productiM toinadoa Je m — I en 
ni — 1¡ os decir quo scñ preuiso umiiir suc«sivBinciite cu el 
liiB fhctorcs, y ,eii se^iuida suinur Ion 
lálügu liallurenius loa valores de lus 



¡ir.iddclo (.9) cada UIio do 
rt.sultadoa. Tic un modo a 

CL'i-fiticmcb íX", i X "• 

Kstt supueato, si X ni 
1'>.lns los leminoa de X' I 



a tiene rinii un solo foclor^(r— n) 
coDlinidrán Limliii^n ñ eeic luifnjo fac- 

tur, e:rfeplo el ténninu R^Íí — Ii]{i—() eu ol cual si; Im 

umitJdo ñx— a¡y «i>giru estj¡, JT' tiene la trnia ilefi+i»' — 'i)Qi 
y por conai^icnte nu es divisible por «—o. Del mismo moda 
al prueba (¡uc ninguno de |ua ftictorca defifruales de X puede 
dividir á A''. Luego, t\ X no linne ilnn /iKÍoreí den'gvaleí nu 
ttt lamimco X y X' iau-r nin^in diviior enmvn. 
Pero si cu la «iiatian (.■!] tiieieii a-=d^e que 
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C8 el mismo caso que se espresa cn la ecuación (B), tendrenoe 
que omitir para formar á X* sucesivamente uno de los n facto- 
res [x-^a) de X, y según o.«to no entrará en estos resultados 
(x— a) sino eluvado á la potencian — 1, es decir que tendre- 
mos n términos iguales á [x — a)""" (r— t)'^ (r-— c)...; y ade* 
mas será también preciso omitir á su vez cada uno de los otros 
fiíctores (x — &}, (s — c) , estos últimos resultados contendrán 

todos á (as — fl)". llagamos según esto á ll=:(x— ft)P (t*-c)... 
y tendremos que 

En todo lo cspucsto vemos que X es divisible por (<— a) , 

y X' por ( r— a)'*'"\ según esto, cada factor múltiplo de los 
que se bullan en X, entra también en X', pero elevado á una 
potencia una unidad menor. Luego, mí X tiene fttctorti igwüee^ 
X y X* tienen w% común dioitory formado del producto de 
iodo» lo» fuctoret iguale» de X, afectado cada uno de un et/Nmsnis 
ana unidad menor de lo que atan cn X. 

En vista de esto, siempre que se nos dé un polinomio X. 
bailaremos su derivada X*, y en seguida procederemos d la 
indagación del máximo común divisor entre X y X* ; si esta 
fuese la unidad, concluiremos que X no tiene factores ¡guales: 
y si tuviesen un divisor F, que fuese una función de r\ no te 
hallarían en éste ninguno de los factores desiguales de X, y será 

F=(*— a)""^ (x-^bf'^ (C) 

El cálculo noidá á conocer á Fbajo la forma z -{-;>'«+••+«'; 
abora tratamos de descomponrle bnjo la forma (C), con elob* 
jeto de obtener los factores iguales y sus esponcntes. 

Dividendo la ecuación propuesta [B] por F el cocienU q 
estará formado de los mismos f a* tore» que X, pero $in fusntof 
tengan ningún esponcnte 

9 = (x— a)(x— &)(x-.r)(x--¿)....(/)). 

Resuélvese ahora la ecuación 9^0, é inmediatamente co- 
noceremoe por medio de la división, cuales son los factores «— Of 



at 



sus efpooente»; incrementando en 
, UDidud, teudrcnios eípteseda á X. 



^b-tiia F y cunlet ii 
cegiiidí estns potsnciae I 
bcjo la forinii ID¡, 

625. Podemos dnr i esta leoiía un» mnrchí mi» regular. 
Repi^entemiis [lur [I] d producto de todos los Isctorea di^B- 
iguales de X, par [í]' el do sus fuctorra cuadrados , por [31» 
el do Bua Víctores cúLjícoí &c.; EUpongiiinoa tjue Feca el máxi- 
Dio común divitor cclrc X y .¥', y que finalmente ? ^ea el 
cociente de X dividida par f y tcndreaios que las relaciolMi 
B, C, D, se convierton cu 

X = [I].[9]',[3:í.[4]',[5]' 

F= [2]-t3]'-[-']'-l5]' 



G el mal 
■ea tambi 



,,=[i].[-!].[a][j].[g] 

1UC hemna hctlio con i'; y «eo 
) coman diviaor entre F y F", supongnuios que r 
el cociente del pidlnomio F, dividido por O, b 



0=[3].[4]'.[S]' r=[!].[3]-|4].í6] 

Del miiimo modo hallaremas qna 

H= [■i]-C5]'-- »= r3i[-i].rs] 

'= 15] '= W.CS] 

y así en seguida hasta, llegar i un polinomio A* qun tenga & 
la unidad p'>r máxiinq cotnun divisor uun JV'. Esli de rannifies- 
to que ti dividimos i 9 por r, el c»cicntc ea [IJ; si á r por 
1 este cociente 01 [3Ji ti i 1 por ( e» [J]..'-dflÍ ee que sis co- 
nocer los íhctorea do X, ae baila el polinomio descompuesta en 
tantos factores, como capoucntcs dirercnies tiene; pero sin estar 
nr-tlHiloa da aua reapoclivos potencias. El primero [1] conten- 
drá Á todos loe nicturea desigunlcs; el ecgundo [a] á todos loa 
fitctor«« que en el polinomio propuesto eslnn elevados al cua- 
dmdu, eonóiderados como d exigua lea ; el tercero [3] i. to- 
do* los flictoreii cúbicos, reducidos á simples, &c. Si carece X 
de alguno de esloa espnnentes, hallaremos que el cociente co- 
rrcEpaiidicute seri ^1; finalmente los fhcto rea cuyo eeponen- 
te es el mas elevado , lo produce el úlliaio .V de loa po- 
linomius O, ir. ...que hcmoa hallado dnmoa por cumuo divi- 



i 1. 



a 
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Ved aquí el cuadro de los cálculos que deben ejecutarse: 
polinoroios X, í\ G, i/, /....JV; 

primeros cocientes 9» f> »♦ * •^; 

segundos cocientes [!]♦ [2]» [3]» [4]....JV. 

Coí/a tónnino de la primera íinea es el común divÍMor entn 
el que le precede y su derivada: los polinomios gve cowpontn 
la segunda y tercera linea son los cocientes respeitivos de cada 
término de la linea que precedey dividido por el término fu« 
le sigue. 

Ved aquí algunas aplicaciones de estos cálculos, 

I. Sea la ecuación 

de ella sacaremos que 

X'=;:«*— 4^«+l2«'— C«+4, 

y el común divisor F^x'-J-S; y como éste tiene con sn de- 
rivada 2x el divisor 1; tendremos ya terminada la primera línea. 
Pasemos ahora á la segunda, si dividimos á X por F hallaremos 

que 

q-=x^ — x^-\-2x — 2, y en EC^ruida r.ii:*»-|-2 

dividiendo á q por r, tendremos que [l]=x — 1, [C!] = a«4-?; 

y por último que 

X=(«— nfx«4.2)». 

II. Sea 

X=x«+4x»— 3**— 16»»+ll«» + 12x — 9 

sacaremos de elln que 

X'=Cx*"f-20x* — 12x»...., y el común divisor 

F=x'+x» — óx+D; el cunl nos dará también F=:.Cx»+?r— 5, 

en seguida hallaremos el común divisor entre estos dos polino- 
mios que es Grrr.x — 1, cuya derivada es la unidad. Para for- 
mar la segunda línna dividiremos á X por F, en seguida á F 
por (¡j y tendremos 

9 = aí'+^«' — X — 3, r=ii»+2r — 3, 5=:x — 1, 

y según esto será 

X=:(x+l)r«+3;»(ar— !)•. 

III. Propongamos el ejemplo X = 

X» — 12j»4-53x« — 92i» — 9jc«+212a« — 153i« — I08jr+l0í; 
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X' = ÍU'— O-l!»'..-, y F=i*— 7i'+13*' + 3r— 18. 
G=i— 3, y G-=\- 
Lbs dtviiiionea da X por F. Síc. noa dsn 

Í=J' — Sl»+5B»+ía! — C, r=:J!' — 4j'+t4.6i 

fia filmen te halluemos qua 

y aegun esto icri 

X=(x — 1)(r— a,'Ci + l,'(í— n¡'. 
I IV. Reipectoiz* — Ge* — 4i'4-9j»+12i+4,hallarotnosque 
1'+»'— 31'— ñi — i. D=a'+;«+i. /r=í+l 

,T=r = i'— * — í, .= ( = «+1 

-a. [31=1, (4l = r4-l; 



■ipot úllimu 



Raicea incumOitvrabUt. 

Mrlodn de .fíevlon. Después da hnher hollado lu raí- 
■ igualej y comenau rabies de una ecuuciou, no quedan en ella 
nías irracioaaks é iiu ajinan os. Aliorn nos propunemoB hallar 
I priuicrns de éslna. SupoDgámoiioj quo hayamos Hígado á 
Gonocir un valur aproximado de una de las raicea y que se haÜo 
ella 2ola eümprendida entre a y g í &¡ baccmus i v^y, siendo 
oaiB número un intermedio enlru -i y e, juzgaremoa por el sig- 
no del resultado (núm. 513), al Id tah está comprendida entre 
a, j y, O entre v y 5 , supongamos que tenga lugnr el primer 
caso. Uagamoa de nuevo ñ x = [l siendo (i un número iutcr- 
mcdln cDLre n, y y, sabrcmai, lo mÍGnio que anteriormente, si 
la ruis quo buscamos se Ijalla entre a y ?, ó entre y r, &c. 
por este medio estrecha remos mas y mas tos limites entre quie- 
nes se halla a, y nos aproximnrcmoB indefinidamente á su valor' 
Pero esto laborioso proccdioiicnto , no puede practicarse 
cuando lua aproximueioneí deben ser grandes; y oaí no se hace uso 

ealor Je x. Representando por y el error que en esto 
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86 comete, tendremos que x=a+y. IntroduxcamoB e«te W- 
Domio en la propuesta 

kx^ '\'px^'^ + +íx+u=X=0, 

y hallaremos (503) X+X'y+iX'y+....+*ry*" =0. 

Pero como por suposición y 08 una cantidad pcqacBa, f 
como ademas no entra a en el denominador de ninguno de loi 
coeficientes, que son los valores de la ecuación propuesta X y 
de sus derivadas, cuando se hace en ellas á a-=: a. La regla de 
Newton consiste en mirar á y», y».. ..como bastante pequeñaa 
para poderlas despreciar, en virtud de lo cual la trasformada 
te reduce á X4-X*y=0; y de aquí sacamos que 

Llamemos (5 á esta fracción, ó solo á su valor aproxima- 
do; y=0 nos dá a5=i:a + P por valor de la segunda apro- 
ximación. Haciendo ahora á a + p = a% y representando por 
y' la nueva corrccccion, hallaremos el valor y' sirviéndonos de 
la misma fracción, en la que sustituiremos a* á a ; y será 
»=tt+l3+y*, y así en seguida. 

Sea por ejemplo, x*— 2r— 5=:0; haciendo en ella á«=:t 
y 3, los resultados -—1 y -4-16 que en virtud de estos vaIo« 
res obtenemos, nos dicen que entre 2 y 3 hai una raíz, hallándose 
ésta mas próxima de 2 qué de 3; y como . haciendo á r=:2, 1, 
nos resulta por valor de la ecuación 0,061, reconocemos que ^,1 el 
mayor que x y se halla mas próxmo de la raiz que 2. Hagamoi 
^ a = 2,1, en virtud dé este valor la corrección será 
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Ja'* — J. 1I,'¿3 * 

Limitémonos por primera aproximación á las diez milésímai f 
tendremus rz= 2,0946; hagamos de nuevo á a =2,0946 y halla- 
remos que 

_a000541 55053£ ^ _o.O00O405l . 
ll,lb¿0474b 

Por ekte (jTtimo resultado vemos que la coarta decimal halladla 



es 

era defíiCtiiOBD, pues por esu aeg^unda apraiíntacini) 
halliimosquexi^í,094S5l4e; por este mÍBino pTocedimiento po- 
dríamos entender moa lijos el cálculo, j cortejir por medio de ál 
Ibb úllímfts decimale*, 6 aaegurarnos de so einctilnd. 

Obíúrveae quq coiisccvunJo en la fürmuK anterior llanta ol [£r- 



jBÍno en y\ tendranuM que y= 



X'+iXy 



si después de haber ht- 



^■iRdo )s orrsccinn >/, laiiislitiiíittus en e! denominador, tendiomoa un 
^^^tor maa nproitimada de y. Y así es (|ii(i n en el Rjmiplo prepnca- 
1 w cD <]iie hcmoü hallndo pt>r primera oproximadan y^ — 0,OOS4, 
austitiiimos esie valor en IX'if noc dnri —0,034, que «mnán- 
dolo con 1 1,?3 noa re^iillari el Jcnoniinadar 1 1,106, y aegun eelo 
lallaremíH quey =:0,00:i44r>3, cu eiiyo inluc solo la última d«- 
^mal es delcctiinsii. 

Sea también )n ncuacíim j*— »'-f-2í^S; que tiene una t«íe 
pitre loa niimcroa 1,8 y t,3, cuyos valores uoa dan los rciulti- 
« — 0,313 y -f-OilO?. llagamos á n = l,3 y Cendremos que 



1* — g'+gg — n 
3a'— -ía+a 



=: — 0,02; 



f en virtud de esto resulta que 1^1,98. Como ÍX">={3o.— I)y 
et.OXy voinuí que el denominador, sumado con ¡a cantidad 
■■-0,038, Bc convierte ea 4,41S : y de aquí sacaremos qua 
— 0,0242: f según esto roBultará aer x=:1,^li8. 
Ilacieado & il = I,??G, Itnllnroiuo* que y^ — O,000315SI, 
1 segoiila ¡1= — 0,0003lü5Sí¡ de cuyo valor RBCartmos que 
I, £750844151 y Riti en seguida. 

No liemos demostrado claramente tk razón que tenemos 
I despreciar loa términos en y', y'.—; y ea efecto si a, 6, f.... 
las raices do la ecuación X:=0, como hemos hecho i 
:a+y, las de y scriin n — a, 6 — a-— cuyo producto es ±Xi 
iri ¡nrtni. 5021 tendremos quo 



k 5: !■=(»- 



,.)....+:„ 



,!(,_.). .,+;, 



i = _l-+3. W,tn* Si = 
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y fioaimente — ^6 6 = — í^- 



Para que el método de Newton sea bueno, es preciso que la 
corrección |3 nos dé el valor a-H0 m>8 próximo de la raiz a que 
lo que te halla a, ya sea por exceso 6 ya por defecto; y así ei 
error a—- a debo ser numéricamenU y hecha abstracción de! sig- 
no, ^a-— a"|3* Con el objeto de destruir la influencia de los 
signos, elevemos esta desigualdad al cuadrado; y en seguida su- 
primamos á (a — a)* en los dos miumbros, y al factor (3, y halla- 
remos que S(a*— a)^(^; y sustituyendo á /3 su valor halla- 
do anteriormente tendremos que 

l^Ja— a)s >0, ó potilivo. 

Según esta desigualdad tea cierta ó falsa^ asi tambicn el m¿* 
todo de J\i\tvton será bueno 6 malo. 

Siempre que a*-a y S tienen el mismo signo, queda satis- 
focha la condición pedida; pero no sucede así, cuando sus signos 
son diferentes y ademas es su producto ^^, Cuando a, qua 
suponemos hullarbc próxima á a, lo Cátá también á fr, resul- 
ta que la ecuación propuesta tiene dos raices mui proximaF, 
y tan luego como recaemos en a que se halla entre a y &, ten- 
dremos que a-— a ys tienen signos contrarios, porque 

es el primero y el mayor término de s, cuyo signo recibe ésto: 
y en este caso puede ser defectuoso el método. Pero si a et la 
mayor 6 la menor raiz, y en el primer caso descendemos acia 
ella, 6 nos elevamos á ella en el segundo, no será defectuo- 
so el procedimiento, porque en ambos casos a— -a yz tendrán 
el mismo signo, en virtud do que a es ^ cu el primer caso, 
y ^ en el segundo que todas las raices. 

La ecuación x* — 4i» — 5jt« + l8r-|-20 = 0, tiene una raiz 
comprendida entro 3,3 y 3,5; ti hacemos a=3,3, "hallaremos 
que y=— 0,107, y jc = 3,193, cuyo valor ertá menos aproxima- 
do que 3,3; con efecto 3,3 se halla comprendido entre las dos 
raices próximas 3,23G.... y 3,449.... 

Si la propuesta tiene dos raices imajinarias, tales como 
Ar:¿/Y-~-1i mas adelante probaremos que toda esta clase de raí- 




■ tienen ata forma (uií 
rtiene áoa tcrnünoa como 



_,ví- 



(t_„j.+,. 



cuandn / ci 



Üata fracciíiD te diferencia roco _„ _._ 

i — a 

pequpüa: y nhí cuanJo a. te hnlla mili próxim» a X", dicha can- 
tidad na tnut grande, y S rciwbe su eigiio. Cuamlo n ee halla 
(•citre t ya, Iüs signos d* e y de « — fi s&n aun diferentes. 
Ved oi¡jí ara nueva cxeepcion que puede miii bien Icncr lugar; 
CBla ecuBciim te verifica cusnilu la ecuadon propuesta tiene al- 
guna rah imajinatia h + l^ — 1 en la cual í es mui jiequeSa, 
y it se iiuliii muí próxima á a. 

Por consigiiÍLiit'», no podremos aplicar el mctodo de New- 
tun con scguriJid, puestu que Do puiii:nioa servirnos lie él eino 
Fijponieiiilo una condieiun ([ue es imposiLle se vcriliquc, cnils- 
lu lie que cata coniiician depende de raices ijuu son dcscono- 
«■iJas. Sin enilinrf;", coino Iob casos ilo i'xrcpeion son rnnw y 
M manifiííBtau pot kÍ niísnias eu el c-leulo, fe líate orilinaria- 
de él por la mucha facilidad que preeenta. 



C|jaeiite 
■ tonocer 



£57. Mét'irlo de l.agrnnge. Lo i 



liando 



de I 



imporlnnle que haí que 

de Itniitrt^ entre los que 

' no haya enire elloa mis 

qne eüle es ol punto real 

que diga rulaciou 



tie Jim raictt rralti: es decir una ei 
t-slé Cbín prendida cada una de auii raic< 
de una ínln raix; podemos decir lainbi 
lie la dificultad, ol objelu eBunciu! de I 
á las mices iiicomonaiimlilba, de lo ciiul no está tampoco csen- 
to el método precedente; porque el de Ncwion supone desde 
tfgn el eonociniieniu de un núniero próxima i la tsiz que ae 
I pide. Cunodo, como lo hace Ucrnoulli, cuyo mÉtodo cspoR' 
■ i\(im. &iS, noa Iiciucib opruKJinadu i b m»yor mis a, no 
nos da la diiition sino nn codcntc mas 6 minos alicrodo, que 
puede muí bi^ti bubcrno» liedlo perJer algunos raices renlea, 6 
tnmbicD haber adquirido algunas otras á cspensas de los ¡innji. 
— Sariaay como esto licne relación can cl caso en que la ecus- 
1 propueBla tiuno dos raices mui próiimoí, cuiioccinoa mui 
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bien COMÍ neceeario es separarlas, y eu jeneral conocer el la* 

gar de cllns. 

Cuando se sustituyen en lu^ar de los números —-S,— l, 

O, 1,2, 3.... y hallamos otros tantos resultados de signos diferen- 
tes como unidades tiene el grado de la ecuación, todas las rai- 
ces de olla son reales, y se conoce el lugar de cada una de 
ellas. Pero, exceptuado este caso, quedamos siempre en la in* 
certidumbre del número de raices reales y de sus límites, por 
que dos resultados de signos diforentes, podrán indicamos la 
existencia de 3, 5.. ..raices entre ios números sustituidos, tai 
como dos resultados del mismo signo podrán mui bien espre* 

sar la existencia de 2, 4 raices intermedias (núm. 513). Pero 

ti'elijiésemos unu serie de sustituciones sucesivas bastante pr6* 
zimas para que no pudiese hallarse entre ellas, cada vex que 
hagamos estas sustituciones sino unu sola raiz, podemos eslar 
ciertos de que cada cambio de signo entre los reiulladút^ not 
anuncia la erittenria de vna tola rais entre Iom dos número» 
tustituidot: y no habrá ciertamente ninguna raix intermedia n lo» 
resultado» tienen el mif ^10 »igno. 

Si dos raices a y b est.in comprendidas entre a y At los 
cuatro números a , a, 6 y A están escritos por el urdnn de mag- 
nitud creciente; de aquí resulta que A — a >6— a. Luego si por 
el contrario A — a<?' — ^^ resultará que las dos raices 'a y 6 
no se hallan comprendidas á la vez, entre a y A, y así será son- 
cíente elejir los números a y A menos separados que estaa raices, 
para estar seguro de que ó hai nua sola raiz entre ellos, 6 que no 
hai ninguna. Luego, »i % e» menor que la menor diferencia qut 
hai entre In» raice», y partiendo de»de el limite inferior 1, nit. 
tUuimo» en la ecuación lo» números 1, 1+^» l+^S**--^^<Mte c< 
limite »\tperior L, hallaremo» tanto» resultados de signos difereñ» 
teSf como raices reales hai. Cada variación de signo nos tndic«F& 
la existencia de una sola raíz entre los números sustituidos; y 
no habrá raices intermedias, si son iguales los signos de los 
resultados. 

Para hallar el número Si formemos una ecuación coy ai 
raices sean las diferencias de todas las de la propuestc toma- 
das de 2 en 2¡ hagamos a z:=za+y; 2r=:0 se trasformari ea 
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X+X'y+jX*y+....=sO. Si a es raiz, el primer término X 
detapAreoe, y dividiendo por y hallaremos 

BstM dos ecuaciones tienen lugar entre las incógnitas a éy; 
y romo yss*— i, y e» la diferencia entre la raix a y to- 
das Itu otras raicet. Eliminemos áa ( ndm. 521], y nos re- 
soltará una ecuación y=:0, cuya incógnita y será la diferen- 
cia entre dos raices cualesquiera; porque siendo este resultado 
independiente de a, y el mifimo que hubiéramos obtenido ha- 
ciendo á x=&-f-y, x=c-f-y, &c. Sigúese que K=:0, es la 
ecuación de leu difereneicu. 

Supuesto que y es la diferencia que hai entre una rolz 
cualquiera y todas las otras raices, el grado de y es el número 
m(ffi-1) de colocaciones de 2 en 2 de las m raices de r. 

Las diferencias a— A, 6— a, a— r, c— a,... son igualen de 
2 en 9 pero de signos contrarios; de modo que si y =r a « tendre- 
mos también que y^z •— > a , según esto Y debe ser nulo en los 
dos casos: y así F no debe contener sitio potencias pares de y. 
Esto resulta también de que Y puede descomponerse en fac- 
tores que tengan todos la forma (y» — cL^){y* — P*) 

Por consiguiente podremos hacer á y' = r, sin introducir por 
esto radicales en la ecuación, de este modo tendremos una ecua- 
ción Z=:0, cuya incógnita z es el cuadrado de todas las di- 
ferencias de las raices; esta es la ecuación del cuadradlo de las 
diferencias. 

626. Sabemos ya hallar un número i menor quo toiias las 
raices positivas de la ecuación Z=0 ( núm. 510], i^z ó y^, 
^i'^y: Inego >/«, ó una cantidad menor que ésta, puede to- 
marse por valor de la diferencia ^ que hai entre los ndmf^ros 
que debemos sustituir. Como F y Z tienen los mismos coefi- 
cientes, t es también el límite inferior de y, 6 i^y; de modo 
que está á nuei^tro arbitrario el hacera ^=::t ó :^\fi. Como 
cuanto menor sea ^ tanto mayor será el numero de snstitucioncR 
que tendremos que efectuar entro los límites / y £., deberemos 
tomar para $ el mayor valor posible, á fin ^c no multiplicar 

las operncionep. Y así es que cuando í'>l, haremos á 1'^i, 

12 
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ü gino podremos también hacer á ^ = 1 , es decir que Mstitui- 
remos los números naturales 0,1,2,3 ; y si «^ 1 9 toma- 
remos á ^=i:v¿. Poro como en este último ca^o seria largo 
sustituir en lugar de r una serie de números irracionaJes y frac- 
cionarios, ved aquí lo que en este caso debemos hacen 
1.^ Sabemos aproximarnos ¿ \/», á menos de una fracción 

determinada, como por ejemplo, á menos de { 6 de ) (ntim. 03), 

según c¿to tomaremos á V^ aproximada por defecto á méoos 

1 k 

de—; y así será ^ = — Solamente que como no debemos 

complicar los cálculos, tomando para h un número fnui gran- 
de, ni separarnos mucJio, por defecto de V >*> para no aumentar 
las sustituciones, elejiremos, según sean los casos, á h de tal 
magnitud que pueda cumplir con estas dos condiciones. 

2. ^ En lu^ar de sustituir en la ecuación á O, ^ , --, — ed 

h n h 

lugar de la incógnita, haremos que las raices, y por consigiiiente 
sus diferencias, sean h veces mayores (núm. 505) , haciendo á 
hx=zt, y en seguida no tendremos mas que sustituir eu lagar de 
iy á O, A:, SAr.... 6 si queremos. O, 1,2, 3..., Así es que podrmnot 
transformar cualquiera ecuación en aira que no tenga maé de una 
raiz cotnprendida entre dos enleroi súbcenvoi cualetqutero* 

Obsérvese que el valor de i se saca de la ecuación y:=0, 
y que por consiguiente es inútil formar la ecuación Z. Ade- 
mas, como haciendo desaparecer el segundo término de X 
( núm. 504 ) se han aumentado todas sus raices en la miñna 
cantidad, lo que co nada cambia su diferencia; de modo que 
y es la misma respecto á X ú á su transformada, y hace que 
el cálculo sea mas sencillo. 

520. Sea, por ejemplo, la ecuación x' — 2r=5, en la cual no 
conocemos sino una sola xaiz (núm. 526] ; para cerciorarnos de 
que lúa otras dos son imajiuarias, cambiemos á x en x-f-y; y 
hallaremos 3x5— 2+3x^+3/2=0; ^ eliminando á x (núm. 521), 
nos resultará la ecuación 1/ — 12¿/<+J6j/a+ (543 = 0. Para hallar 

el límite inferior de y hagamos á y'J=z-L; y eeg un esto tendré* 

V 
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el rosuliaclcí C43e>+3flB'. =0 y í<l+j!á también 

M btlla quechi: y de »qaí MCtitins q«o¡í>!. Vaaíeíquií 
!$ ^ 1 data tintiB varíacionta de tignoE como raicea laales h«i; 
luego &c. 

I, La ecuación a' — líj'+4las — ■J^:=£) nos da 
^límidando á x tendremus ^ — 4'::^-^-l4ly*:=49. Ed segiii'Ia 
rorao» i y^p-i jr noK rc8riItati4B«*— 4-llii'....*PguneslnIi«" 
remoí que r<iO ¿ ¡/>\^A- & Vft; liregí- S = l' Haciendo 
t^V. tendremoH 
r— 18í= + 6áeí=1856. 
Y esta n !t ecuación que «e Ira 
Í^O, I, a.. ...y veremoB que í esta i 
tre 51 y 2S, y entra 22 y 23; y segur 
1 entre V V ',' y entre 1 y ;\ do modn qu 
¿ y 6, que no hubieran podido c 



de reaoker. Hagamot 
l.enida entre 3 y 4. co- 
to'* 89 halla entre ) y 
I lie na dos raicee onlre 
sin el auxilio de cate 



= 0.95108. ..5.3S689....5,G9JIK... 



cálculo. Las raicoi 
«a el nilm. 550). 

Aaimiamo z>— 7r-|-7 = O nox dá y" — •líy«+<4 Ij' =48 y de 
^^t^ Bacalaos f<a é y>iy tnmbien > Vj: totnaremoB i S =!■ 
^■bkacieiido ■ '=:{', Slc. recoiioirerenioa mui pronto que hni 
^B^lft acuacinn propuesta una riii entre — ^ y — ^f. otra cnlie 
m^y ). y finalmente otra entre J y 2, que aoii 

3 =— 3,04893 a! = l,35689....; i=l,69203. 

Fioalinenle respecto á la ecuación i^ — »' — 2i+ 1=0, co- 
mo haciende á i^=0. I, 'i, hallamoa por reaultadoa -{-i, — 1_ 
y -f-1, concluimos de aquí ^uc hai una miz entre O y 1, y otra 
CTilrc I y 2-, austituyondo en la ecuación propuesta — i á r, 
hallareniofi inmediatamente que la tercera raix esti entre — 1 
T — !■ Y aei la eciu'^ion (le las diferencias no es on este caso 
áe ninguna utilidad. S'm embargo, ai 1n detcrminnmoa aera 
y*— Hy*+49y'^^'l9. U cual nos dar.íy^l, y 5^1,eatoeslá 
|t Neucrdo cnn lo quf acabamoa du decir. 

Siempre hai posihlljdad de ejecutar íatos cálculos, 

> dejarían nada quo desear, ti no so elevaren auna cnn 

Kgtado de la ecuación, hasta llegar i ser da una complica- 
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cioD que los hace impracticables ( véase númi 357) ; pero por 
lo que respecta á la teoría , es clara, completa y sio tim- 
bas. No quedaría mas que hacer, que estrechar los límítos en- 
tre quienes se hallan las raices para estendemos mas en ja 
aproximación, y Lagrangc ha dado también un procedimiento 
fácil para conseguirlo; espondremos este método en el núm. 573. 
530. Regltt de Descartes, Siempre que so nos dé una eeuadoa 
ordenada XsrO , podemos, muchas veces, proveer con sola la 
inspección de los signos el número de raices positivas y nega- 
tivas que se hallan en ella. Cuando sean los mismos loa signos 
que se suceden en una ecuación, diremos que hai permanencia, y 
cuando diferentes, que hai variación,, El teorema de Descartet dice 
aií; Cualquiera ecuación tiene lo mas tantas raices positiva» cosió 
varicu^iones, y tantas negativas como permanenciiu. Esto es pre- 
cisamtíntc lo mi^uio que vumos ahura á demostrar. 

Para fijar loa idead, supongamos, que una ecua<iion pro- 
puesta presente la sucesión de signos siguiente 

H H 1 — +++H h-+. 

Multipliquémosla por x-^a con el fin de introducir otra ntwva 
raiz negativa. Para esto, es precÍHu en primer lugar multipli- 
car por 7, y en seguida por a, y sumar estos dos productos 
que ambos presentan la misma sucesión de signos; para orde- 
nar el segundo producto respecto al primero, deberemoe escri- 
birlo debajo de éste retirando el resultado en lugar ¿cia la de- 
recha , según vcmo.4 uquí 

H 1 H I- + + H \-' — I- 

1 1 h + 4-H 1 h 



+ í— i t— — ¿i ¿-j--f--4-i i i • + 

CutiLtlo lus dos 5-ignos rurrespondiuiitets bou loá mismoH, el pro* 
ducto está uff L-tado de e!<te mi^Jio {ligriio: pero cuando Ips iignoe 
fon íliii.Tentos hemos ptít^to en el prorluctu la letra i para 
soiialur (]uc hai inccrtidumbrH vtí d bigrio que debe preceder 
al resultado, porque iio puede etp<^rarsc ú no coneriderar la 
njügFíitiiíI de los coeficieiile«- 

('oini^ las dos lincas sl" coiníM.»iitij de los mismos signos, no 
cxi:>tc;i h.s / fino ciinndo hai variación ; un número per de 
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«nteionn Buceiivts ií tambiun un aümero p&i de i la« qua 
oitaríti situadas ealr« signos aemcjantevi pur el conlTtrio ciiaiidu 
ka varincionet son en niíinero impir, lo ton también lac i y 
■c tinll&rán ontre signos diferentes. Luego si queremuí dieponet 
da todoa los coeticíenteB de moilü que reEiilICi el ma¡/or númrra 
poÉÍbU de variacionei al proilitcto, eeiá precisD pim coneeguitlu 
que CDnibiemoa Blteniativaincnte ]bo i en -f- y — ; y «ipueBto que 
cada eerie de i Ptt& colücada ciitrc dos KÍgnoa Bemejantes ó diferelt- 
tea, ai-gun le» su oúnirro )iar 6 imper, e:} evidente que no pg- 
drán intrudiicirse in)i9 variaciones que ct niímero i de incertidum- 
brcs quo hiyu en el resultudo, li vnriaeiones en tn propueata* 
Como udeitiaa huí un tenniíiu laaa en el producto que en la 
ptopucBtB, BÍgdoHe también que Ikibrá en b\ á lo méiwi una p*r- 

Puúti mni bien auceder que todna le* ■ no den variacio- 
nes; ea tal cuo el producto tendría otru laolu pennaneociaa 
!!»«, sobre 1u que acabauícs de maliifeatar. l>uego, la intro- 
ducción il* una rai* negativa product á lu mirto* viut ftma- 
jitneia mat- 

Mnllipliquemoa ahora la ecuación prupueatK pur z— >u, pati 
introducir una miz positiva: e1 segundo producto parcial retira- 
do un lugar acia la derecha . ae compone de aigni 
a loa del primero, do modo que lad i ebtaiíiii cacritaa bajo 
permanencia de la ecuaciou propucslu. 

+ + + _ + + + + _ + _ + 

^_+ + — + + +- 1- -1 1 

+-_ Í-+- .- i + h i i" i — +_+_ 

Debiendo una Euve>-i(>n do signr 
termina rae por u 

e de ^guis lai incertidombrus i deben hatli 
lii* e'itre ^ y — '- Di>puDgiimiu cambiar a ert 
-\-, ó toilaa en—, para formar de este modo rí 
TJitro lU ¡ttrmtinenri'u. no hslirii por estii «itio tatitos 
U propUBíta. y como el prodtidolieneun itnniinj i-i'^h 
por L-iin«ígn lente en rtite ¡i' mtnni iimi vari'ii^ioi 
n: cnmbiaiei] '.orlar Ins i <:ii ¡mrtiiiiicnctuí, hiilirlo : 
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naciones mas que en la propuesta. Luego la inlroduecion dé 
una raix potitiva produce á ¡o ménot una variación. 

Siendo la ecuación propuesta el producto de los fíictnres 
binomios correspondientes ¿ las raices reales, por un polinomio 
que contendrá á todas las raices imajinarias , cada uno do los pri- 
meros factores introducirá en este polinomio lo menos tua per- 
manencia 6 una variación, según sea positivo 6 negativo el se* 
gundo término de este factor; y de aquí se deduce el teore* 
ma enunciado. 

531. Representemos por P el número de raices positivas de 
una ecuación del grado m, por JV el de negativas, sea p el nú* 
mero de permanencias y v el nCímaro de variacionot; hemos de- 
mostrado que 

l.o P=6<t>, ?.« JV=6<;>. 

Ahora bien, ni todas las raices de la ecuación son rea1ea« ten- 
dremos que P+JV^m, y también quet»+p= m, supuesto que 
hai m-|-l términos entre todos los de la ecuación, luego 

P+jY^zv+p. 

Comparando ¿ P con », puodon aucedor estos tres casos, que 
P sea >■ , 6 < ó =1?; hemos demostrado que el primero de 
estos casos ce imposible; si pudiese tener lugar el segundo, se- 
ria indispensable, para que la illtima ecuación pudiese exis- 
tir, que fuese por compensación «V^p, que hemos probado 
no puede suceder (-2.®). Luego Pz=:v y JVrr:/): cuando jonrsa- 
Us iodat las raices de una ecuación^ esta tifne precisamente ion* 
tas raicu positivas como variaciones^ y tantas negativas como per* 
manencias, 

532. La sola inspección de los signos de una ecuación es 
muclias veces suficiente para conocer si time raices imajhia- 
rias, y por este medio hacer innecesario e! largo cálculo de la 
ecuación do la.? diferencias: esto ca precisamente lo mismo que 
vamos á ver en los ejemplos siguicntos. 

1 . ® Si /tilia vn término tn la rcvaeion^ y lo» dos signos «n- 
tre quien ^.9 filia rl término son iguales^ la eruacion tiene raices 
imajinarias. Porque dando ni término que falta el coeficiente HhO, 

nn« resultarán los trra t»*rminoí; riiccrtivoF ,1r ' •' •±S^x -J-Bx ~ ; 
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lu niees de la ecuadon Tu^aeu reales, 


0, 6 -í —0 MÍ l»m. 
i vanactone*- Bi tudaí 

quedaría i tmcsira ar- 


bilrici liacer (jue Imbieíc en elld áus rn 
Eitivas, lo <:ual na un ibaurdo. {<a ecuai 


icea negatiííHÓ dospo- 


ni: tim iiiift ruÍE r«Bl, comprendida entre 
3.° Lm trea variacíoriei de a:'— 3, 


1 y:í (vénscnúmS»]. 


prcKitmir que en cata ecUHciun hai tici 


raicfa poiitiiras. MuU 



-la = 0. 



tipliquemgB por x+a; y tondieiiioa 

Tlnsaycmosla dando i ii un i'slor que introdutea en ella per- 
iiianpocifts; a^3 y <l, por ejemplo « = 31, hace qac los cun- 
ero pninaroa tíiraiirioa aenn poattivoa; vtmuí que en eala ecua- 
ción bai ademls di las t rea mices poaiLiTns que hemuí lupuea- 
lo otras IreG uegntivni, lo que e* impixible. Luego li 
pcopueHta lio tiene uno uu« sola raii real, que se 



= 0,1 



'.jriBCionQB rocuüB i|ui: Y: 
Y=0 tendrá alguna ¡ie i 
convertido cu 

desaparecido, 



y+h i y'+A' y noa resulta rín la* 
■ánpang^moa que Y' tenga algunas 
'i loilat Ion raloru dt x ion riaUt 
i núi-.ea poaitivaa a , que se habtíi 
r=0 en la roií negativa— a.', 6 

a'-f-A'. Según ealo i liena una raix >A y <A'. 

decir esto mismn de cada varioclor» que hnya 



aígueae de ai|uj que habrí 

lauína valores de x comprendido! entre A j 

docttinn de los límites n«a dice (¡ue no exisi 

ceg do- z: podemos. eMtar negiirDa quí x tiene 

Por e]aniplo,T i— li'— lí-f- ' ' =0 nw il» (' 



A' y bi ademas la 
,en lodaa eslaa rai- 
valoroaimajinarinn. 
féase la nota n. iOJ) 



liando cambiamoa cu ella i x na tf-i-i y en y'-f-3. Como lus dos 
i'iacioues que nos hacen protumir la existencia du dos raicea 
■citivoaen j^, le íirji conveiUiJo eo negativas ci 



I Ti«leiicia dMltu valora» do ¡ 
■ i limite inreriur di) y (niim 



entre 2 y 3. Poro c. 

':it(í)oa v>{i- y V' "'"■ *' 

itilclior ci.— 1; y con motive 
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y=sy'-4-1f tendremos que I — V'^h ^ V^i' Siendo estos do9 
límites incompatibles, concluiremos de ellos que x tiene dos rai- 
ces imajinarioB. Es cierto que pí los límites fuesen concilia- 
bles, quedaríamos en la incertidumbre de saber si habia dos 
raices de r comprendidas entre 2 y 3 ; pero piempre tendría- 
mos la ventaja do haber estrechado el espacio que debe con- 
tenerlas. 

Raice» imnjinnria», 

533. Sea X:=rO una ecuación cuyas raices senn o, 5, c... 
vemos claramente que si una de las cantidades a^it^V """I cum- 
ple con la ecuación propuesta, la otra también debe satifíkcer- 
la. Con efocto, si rjecutanios^ la sustitución de una de ellas en 
la ecuación X=:= O, el resultado tendrá la forma de P-{-QV— ci- 
pero como de la lei del desarrollo de las potencias se si^e que 
si introducimos en lu^ar de x el otro binomio, el resultado será 
el mismo, sin mas diferencia que la del ¿(igno de las imajina- 
rias: BÍj^uese de aquí, que la doble sustitución nos dará P-^Q^ — 1« 
Si ahora suponemos que uno de estos resultados sea nulo, co- 
mo la parte real no puede destruir á la imajinaria, es indispen- 
sable que cada una do ellas sea por si sola cero, es decir P=:Q 
y QrsO. Luego, este rosnltado es nulo en las dos sustituciones» 
Si f.xisU una, raiz de la forma a + P V — '• 1 debe también 
haber otm^ til como a. — P V — \. Es preciso que ahora ense- 
nemos que todas las raices imajinarlos son de e^ta forma. 

-Supongamos que el grado m do la ecuación X sea el du- 
plo 2t de algún número impar t (m=:G, 10, 14 ) formemos 

la ecuación F=0, que terga por incógnita á t;=a+6+rfl6, 
siendo r un ndmero arbitrario. Será preciso que remplacemos 
en X ^ X por a y 6, lo que nos producirá dos ecuación X|^0 
y -X, = n. y oliminaudo á a y 6 entre las tres ecuaciones re- 
sultantes 

Tanto aq!í', como en ia (-cuacion del cuíidr.ido de las diferen- 
cias (núm. 620} son tumbirn las micos de F=0, r=flr+c+nic, 
ó-f-c-^-rftc... y i;l iriado de V os »=:Am'ifi — 1), que es el nú- 
mero de combinsrione? do ? i-n '2 de Ir.p m raices de r. Poro 



=í(3¡— I) Ea imiiar yo 
Como r puede admitir 



tiene á lu niioos una rsiz real tal 



cnbo de ii 



pío . 



18 inñnitlail de vdnres, tendremot 
que Fodas tendrán timbien ta rnii 
+c+r'íiíj 6*-í-f-4-r''íir... es evidente i|iie, lodo lo mas, si 
deberemos recaer en unoccimciuu f, =n, 
X real lulsrá corapuesti i}'; uno conibiilacion de las dni 
lismaa que ciriran en una du las precedentes: por ejcm- 
a-t-fi+í-'aft. Y asi nstomnoí seguros de que r j- p, ion 
rculot en niicalriu dos eepresianes . las cualcü hiúcndo á 
a-}-b=í.1 y ab^B. so convierlcn oii 

ii=.1 + rB y p, = ^ + iiJ. 
Siendo en celAa diis ecunciancd A y B ineúgnitaa elevadla al 
primer grado, son por consiguiente reales. Bi divisor da sejun- 
dt grado de X que corresponde á los raices a y 6, es i' — .4r + B, 
qiic es un trinomio real. Luego en el caso de ser m^ 'li, la tcua- 
eion ¡irnputtlii (i'cfií á lo mínai un firtar rwií </e tcgiinJo grorfo, 
y por conniguiente lab roteen a y b tienen la Rirma de a ± j3 V — I . 
ScTÍ cierta c^ta consecuencia, respecto í cualquiera valor 
de m, siempre que noi cercioretnos de que la eouncion f^O lie- 
tie una raíz real, sea cual Tuere r. 

Si m^4¡,biendo fiiem.iro i impar (m:=4,l"í-.a0,.,.), el gra- 
do 1 de í'e9 2¡(li — 1). q«9 fie halla en el mismo caso ot íjue 
desiIe un principio liemos supuesto á m ; y asi es que í'.=.0 
tiene á lo mcnoa una ruiz de Ift furnia, 

(P=:a+i4-ra6 = » + [lV — l=.5 + rB. 

Cnmbinndo aquí fl valor de r, haüaremoB por el mismo 
razonamiento arriba demrislra'l" lu existencia de la ecuación 
r|=n'^P'V — i^A-\-r'n. Bliniifinndo las incógnita» J y B, 
pstaa no serán ya reala como lo eran anteriormotite, GÍno de 1k 
Ijima 

J = 0+Í'=> + SV — 1. y B:=ab = y-+^\/~}. 

Y aBÍ X contiene al Pactar de segundo grailo i' — Ji + B; del 
cual sacamos que 



Sustituyendo i 



r de A y B sus 



■ íB). 



vidente que 
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^«—4B tendrá la forma de A:±/V — 1> cuya raíl coadrida 
ae trata de ettraer. Hagamos á 

>|. = V(*+/\/— 1)+ V(*— íV— 1), 

ií; = >/(A:+/V — 1)— V(A:— /V — 1); 
y sacaremos de estas ecuaciones que 

este último radical es '^k, y coroanica su signo 4 4*' 7 ^': 
una de estas cantidades es positiva n|« '^lA;''; la otra es nega- 
tiva tt''=— P; y de aquí sacamos que >í# z=.k\ y i*/'=rv — I 
y en seguida 

>|.±a=:2\/(A:±ZN/ — 1)=A;'4:'V — t- 

Tal es la forma de V í»^' — iB)\ de donde evidentemente re- 
sulta que la de x es fJr^V — 1, y supuesto que una de estas 
raices existe siempre unida con la [otra, sigúese que X tiene to- 
davía el ftictor real de segundo grado [x — ;>y*+9'. Luego, siem- 
pre que y tenga un factor real de segundo grado, X tiene asi- 
mismo otro, sea cual fuere el grado m. 

Si m=z8i, n=4i(8i-— 1), hemos demostrado que en este 
caso y tiene un factor real de segundo grado ; luego X tiens 
también otro; y así en seguida. Luego 

1.® Cualquiera ecuación de grado par ^ puede descomponene 
en factores realet de segundo grado. 

2. ^ En el mismo caso se hallan leu ecuaciones de grado íM' 
par; pero éstas tienen ademas ttn factor real binomio de primer 
grado. 

3.® LcLS raices imajinarias están siempre apareadas bofo ¡a 
forma de p^t^V »— L 

4. ° Cualquiera función aljebraica imajinaria F, puede redu^ 
cirse á esta forma; porque sean cuales fueren estas iñiajlDariai 

V'-a.Wt + aV — 1), (a + pV— 1)"'+''>^-' 

si igualamos á y la función F, la elevamos en seguida á las 
potencias convenientes y pasamos de un miembro ¿ otro loa 
términos necesarios, conseguiremos que desaparezcan la canti* 
dades imajinarias. Par estos medios hallaremos una ecuacioii 
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r'^n cuya ¡nc&gniíA v llene por valor de una de eui raicea 
. el miBino valer de lo función pmpupsia F. Pero liemos probado ya 

quaeate valor Cieno sisrapi's la forma <!e p+g^ I; hiegu, üc. 

534, Sfax=a. + /3\^ — I una raíz de la ecuación X = 0;«ila 
Busütuiínofl aquí, esta ecuación tomará la firma de ^ + B^—¡ =0; 
cuya ecuación se descompone en las iat tiguientcs .4 :z: O y B:= 0; 
entre 1m que no lialiró mas que eliminar -1 las incógníla» » 
y (J. Pero como flV — I está formada de Jaa potencias im- 
pares de (ÍV — '. sigúese que |3 ea factor de B, y no que- 
dan en !a ecuación B=:0 sino potencias pares do (3i ademas 
B contieno Sl n. elevada á la potencia m — i. 

Si hacemos á a = n. en la ecuación X y aua derivadas X', 
X"... será fácil ver (m'ira. 503) (¡ue eataa dos ecuacionca le con- 
vierten en 

X-i[l'X>'+,^íJ.X-_ =0. 

X-— íí3'X"-+^p'X'' — =0 í í-'-') 

Loa coeficientes tienen por divisores á loa productos lUcc- 

■ivoB de I .3.3.-1 Después de liuber eliminado ü « , no ea 

toman para ¡l> sino los valorea realce. 

Sea por ejemplo a:'— S«-f-3S=0¡ liallaremoa que 

a = _Ba.+32— 3B*rt,=0 y 3a'— 8— (J' = 
y eliminando á (3'=:3a' — C. se tendrá a' — 3n.— 1 = 0, y de 






=-.±-w-<. 






I la ecaacion propuea 



x=2, I3=: + ' 

Loa domaa valores de ' 
cer caso de ellos. Por cons 

533. Sean n, 6, r, lus raices realca de la ecuación X^O; 

^^j3\/ I, j.-4-j\/ — I B,i3 raices imajinatias; laa difc- 

ranciu entre estas raicea aon de cuatro jéneroa- 

1.° Entra doi raices reníei, a — fi, a — í...- Y bus cuadra- 
dos son siempre poeilivos (o— 6)' ; 

- 2." E'tlrc dai intijiíviriiit del mismo pir ri (¡ut «iii juntai, 
■UE cuadrados «in reales y negativos como — 4|1' — 1 S '■■•■; 

3. = £fi(re tina raiz real, y otra imajinaria , ana cuadradoa 
con siempre imajiosrios como sucede con (a— n + p V — 1)'—> 
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á no ser qne se& a = a; porque en este caso el cuadrado de* 
la diferencia es también real y negativo tal como — p*; pero 
este c« adrado aparece dos veces en el cálciiTo en virtud del 
signo -f:^ de (3; y es la cuarta parte del cuadrado de otra di- 
ferencia; 

4. ® Entre do» raices imajínariat apareadas de dife- 
rentes paresy en este caPO es también imajinario el cuadradb 
[a — a*dt(0-"l3')V — 1]': sin embargo, si fuese a = a\ el cua- 
drado seria negativo c = — [^ — V; y si g = p' dicho cua- 
drado seria positivo (a— a)'. También estos cuadi adosase re- 
producen dos veces en el cálculo. 

Luego las raices negativas de la ecuación Z=:0, que es 
'la de los cuadrados de las diferencias, provienen eu jencral de 
las imajinarias del mismo par. Para hallar estas raices nega- 
tivas, cambiaremos á z en — x , y determinaremos las raice» 
positivas /t, i\...dc esta última; si hacemos á A = 4p', ái=:4S*- 
•acaremos do aquí que 13 = W^»^ = W»-" y tandremos co- 
nocida la imajiuaria de cada par de raices. Sustituyendo ahora 
estos valores en lugar de ^ en las ecuaciones (^), tendremoi 
que el valor correspondiente de a deberá cumplir cou una y 
otra y t'jntlrán, por cousiguieute, un común divisor que será fiín- 
cion de a (nfím. 523, 1.®) igualando esta función á cero oos 
dará á conocer á a. 

En el ejemulo del número precedente, tenemos que la ecua- 
ción Z=0 es 

«3_4M^a^57e^^ 25600 == 0. 

Cambiando los signos alternativos, hallaremos la Cínica rair 
positiva IG; y de aquí concluiremos que /5=lVlC=íí. 
Sufitituycndo este valor en las ecuaciones (A) nos resultará 
a* — 20a -[-32, y a' — 4, cuyas ecuaciones tienen p«>r factor 
cornun á a — 2, y a<í serán 

a=2 y x = 2^2>/-<-l. 

Respecto á la ecuación 0!*+^*'+-*+^ -=^0> veremos qw 
la ecuación ZmO os 

5'^+«*'-|-7ü¿*-[-22r.r3— 3070^' — I4C0r + 53792=O. 

Cambiando aliora los signos de las potencias impalVs, haUareinoi 
que z = 8 é =4 y de aquí sacaremos qire p=r^2y I; pero 



t ecuBcionna (J) san en este caso 

a'+ft."-t-2a+G — (ea'4-nP'+|3' = 
S^'+ft + l— 2afi'=0. 
Haciendo 4 (i=^a y I, hollaremíiB loa factores comunes 
a — I y a + l; de cuyos VKlorea aaoareilnw que a = ly — I, 
y en seguida x^i^'J — 2 j — 1 + V— 1- 

En el primer ejemplo del niim- 529, linllaremofl i=6,l6l4.,. 
y dcaquí sacnreniiwciue g =1,133... y en seguida a = — 1,0473.. 
j fiíialraonle 

i:=__t,0473+l,13G'/ — r. 

Si iits ecuicinncB [A] no tienen común divisor, concluiré- 
aquí quo 1a mii ncgniíva de x proviene de alguno 
» toa caso* dn c.tccpcion ya iadicadoi; el cúlculn mismo veri- 
1 esta aserción, al darnos valoree iguales pnra > &c. 

lU. RtnoLL'ciOK DK GcuACioiiKd PAnTtcri.Aiti:a. 



AbiUimicnlo de lai Eiuaciuncs. 

t. Siempre que le conozca unn relación I'{b, lt)^0, tnlre 
lícu a y b d« uní tcuacion, puede abatirte el grado de isla. 
■Porque íUElituyümoa en In ecuación X, ii y 6 en hijnr da n, y ten- 
ias '.res ecuBo¡onEB/(a.6)=0, .4=0y B = 0; eliminnndo 
■hora á h entro la ptiaiera y la tercera, tcudrenius un divisor úlliina 
F,a,&] y una ecuación final espresada solo en n; cuya ecua- 
ción debe coexistir con J=:0; hui pot consiguiente entro eeta» do» 
(dltiirias ecuaciones un diricor común quo es función de a. En 
iegiiiiU la ecuaciou Ffiib^^O do« dari el valor de 6. Encaso 
le no exigir oste divisor, t.impoco subsistirá la relación /,'a,A), 
Si, por ejemplo, sallemos que dos de lai raicts x y a de 
la ecuación i* — 37z:=84 son de lal iinturalexa, que nos den 
l^q-f-ax; eliminaremcs á a do la ecuación u'— :l7fi^S4, y ha- 
llaremos 2t' — 3»'— l7í+30=0, cuya ecuación debe tener un 
cnmua difisor con la ecuación propuesta. Con efecto liallare- 
mofl que «te factor es *-f-3i y ds (iqní concluimos quei = — 3 
seguida que n^l — 9a:=7i cttus son las dos raices que 
k buscamos; la tercera esK^ — 1. 

a «' — Tx-{>6=:0¡ si aun oiialu entre dos ds las roí- 
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C60 de etta ecuación la relación de aer 1=: a +Sjr, eliminaBdoi 
a de a'— 7a^6^0 nos resultará (9x*— -Sa— •2)44r=:0, cuyo 
común divisor conMa propuesta es x— >2; y según esto será x^2» 
11=:— 3, y finalmente x=l. 

Supongamos que se sepa que 2 es la suma de dos de las rai- 
ces de ar*— 2x'— 9z*-f*22r=22; como ademas vemos que -f*^ 
es la suma de las cuatro raices, concluiremos que las otras dos for- 
man una suma nula y según esto será a=— jr; sustituyendo 
este valor en la ecuación a^— Sa^-*...., tendremos por resal- 
tado la misma ecuación propuesta, con la diferencia de que esta- 
rán cambiados los signos alternativamente, ó z^-f-^^' — 9x*-f*22x... 
sumando y restando estas dos ecuaciones espresadas solo ene, 

hallaremos 

X*— 9x« — 22=0 y 2x' — 2'2x=0 

cuyas ecuaciones tienen á x* — ll por factor común; y según 
esto será x = di V H y por consiguiente x =: 1 d: ^ — I . 

537. Las ecuacionti reciproccu son las que tienen iguales to- 
dos los coeficientes de los términos equidistautes de los estre- 
mos, como la siguiente 

Xz=ikx*+pt^'^^ +qx'^'^+ + qx^+px+kz=:0 (1) 

Si a es una de las raices de esta ecuación, ~ lo es tajnbien, por 

a 

que sustituyendo estos dos valores y quitando el denominador, 
cuando se sustituye el segundo, hallaremos un resultado idénti- 
co al primero. Por conniviente las raices mc aparean en estas 
ecuaciones, de doe en don con valoree reciprocor, de aquí nace 
el nombre con que se distinguen esta clase de ecuaciones. 

l.er Caso. Orado impar. Como el número de términos de 
la ecuación (1) es n-)-l, este número es par, y el coeficiente 
medio P se repite, es evidente que x ^= — 1 cumple con la ecua- 
ción. Y así -—1 es la única raiz que no se aparea con otra recí- 
proca. Para dividir á X por x-{-l, hagamos uso del procedi- 
miento de cálculo espucsto (núm. 500); según esto, sea Q el 

cociente, 6 X=:Q(x+l); cambiemos á con—, y represente- 

X 

mos por Q, la cantidad en que so convierte Q en virtud de este 
cambio, y multiplicando toda esta ecuación x tendremos que 




I=;Q, [[+);) i"" teniendo preaente que según la hipüteii», n 



hadebido cambiar X; y bhÍ icndremoa íí = Q|i .cuyotesul- 
tuda quiero decir, que bailaremos al cociente otrtk ecunciuii reci- 
proca Q^O de grado por. Se«, por ejemplo, 

z>4.zi — 0r'+3T' — Bx- — Ei'+3i' — Sx'+Sic.s^O, 
y tendremos x' — $X'-{-l2x' — 20i*+lf»» — 9i'+I^0. 

2. o Ciso> Grado par. En esle cmo, no ae repite ol coefi- 
cicoto medio P. Cambiemos i n en Im en la ecuación (I) y 
divi limoík por z"' t rcunamoa en seguida los térrainoa qua 
tienen igual coeficiente y hallaremos 

P=0 (3) 

hagamos aliara áz^x-|-x~ , y cleminemo* í x. Para ejecutar 
esto, formemos la potencia entera i de x, y reprosentemoa por 
t, A' A" los coeficientes del deaarroüo de la t&rmula del bi- 
no mió; y reuniendo en segruida los tcrmiaos que eeían igualmen- 
te distantes de los estreñios será 

•■={•' ^-.-')+.(.'-'-^«-"-'')+J•(.'-'-^.-"-")^-■■ 

finalmente, trasportando hallaremos, que sea cual fuere el «H' 
tero t, 

.'+.-*=='-.(.'-=-)..-«-'))-J'(r"+.-l"))-.... 
Cuando i ea par, el coeficiente medio fea único, y m lialla 
repelido siempre que i es impar ; por conaigiiiente, el último 
término de la última formula es — F en el primer caso, y en el 

segundo— F (i+ x~ ) - Esta fórmula nos da á conocer los 
diferentes términos de la ecuación (2]. Por ejemplo, 



.• + I-' = 1- 



-5[a'+,r-"]_IO(.r + «"'). ' 
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Solo nos rosta ahora hacer á i = w y m— 1 , sustituir y 
reducir ; en seguida ¿ = m — 2 y m— 3 sustituir y retlucir, y 
así en seguida, pues vemos que las potencias de i van dismi- 
nuyendo de 2 en 2 unidades. Según esto, es evidente que la trana. 
formada en z quedará reducida al grado m que es la mitad de 
n.' Después de haber conorúdo las raices de z , la ecuación 

a:=x+a?~ nos dará 

La ecuación jr« — 9x«-[-rJz* — quo tomamos anterior- 
mente por ejemplo, se convierte en 

(x^+x""*)— 9(x> + r"^¡+12;x + j:^^)=20 
de la cual sacaremos z* — }3z*-\'\2z=z0 y de aquí xrrO, l,í, 
y — 4, según esto será as = ±\/-^l» i' 1±V — 3),M3±V6' 
y —24:^3. Por consiguiente, la ecuación de noveno grado apa- 
rece bajo la forma 

(r+lX«»+l)ra:»-.r+i;(x»-3x + l);z»+4r+l}=:Q 
Asimismo, la ecuación 

o^ft — r5i<+Ia;»-f-lT« — 3x + 2 = 
se reduce, con dividirla por x+1 á 

2x* — 5x»+Cx«— .5x + 2=0 

Luego 2-r»— 5r+2=0, y de aquí sacaremos que r = ?; y i; 
y por consiguiente .t=: 1 , cuya rsiz es doble, y r = \'\ :¿ V — 15); 
finalmente, la propuesta toma la forma de 

(x+l) (x — l,«(2f»— x + 2)=r:0« 
Ucuacion de dos lénninon^ Raices de la unidad, 

53C, Resolvamos la ecuación Ax^^=zB siendo A y D posi- 

tivas. Sea k la raiz del íjrado n de—, es decir /r^= .. , suslitu- 

A A 

yendo en la ecuación propuesta Alc^ á B, tendremos « —X; =0; 
haciendo ahora á xr=il*y, nos quedará que resolver la ecuación 
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y —1=0, y que multiplicar en seguida por k todos lof ra- 
lorcs de y. Luego cual(¿uiera número liene n^oaloret diferentes para 
MU raíz del grado n: lo$ finales te hallan con multiplicar tu raiz 
aritmética por lat n raicet de la unidad. 

Sirviéndonos del mismo cálculo anterior, redací remos la ecuación 

7^x^+3=10 a laforma«'*+A:'*r=0, y de aquí á la y'^+l =0. 

Como la ecuación y — 1=0 queda satisfecha por la supo- 
.sicion de ^=1» dividámosla por y— -1; y hallaremos la ecua- 
ción recíproca siguiente, susceptible de abatimiento (num. 537), 

j,»-'4.y~-'+y'»-3 + +y4.1=0....(l). 

Si n es impar, como sabemos que y — - 1 no puede tener rai- 
ces negativas, y como ademas la ecuación (1) no tiene tam- 
poco raices positivas, sigúese que la ecuación propuesta no tiene 
£Íno una sola raiz real. 

Si fi es par, la ecuación y —1=0 queda satisfecha con 
los valores do ^=4^1, y es ademas divisible por y^^\; el 

cociente es y^^+y'*'^+....+3^* + í = Mm. 537). Como 
esta ecuación no ticno sino esponentes pares y términos po- 
sitivos, no habrá en ella raices positivas ni negativas; por con- 
siguiente la ecuación propuesta no tiene mas raices reales que 

y=:í:l. Sean = 2tn; tendremos que y*"* — > = (y*^— 1)íy"*+í ) 

vemod pues, que la ecuación propuesta se descompone en otras dos. 

Por ejemplo y' — 1=0 nos da/ y»+y-4-I = 0; y de aquí 

sacaremos 

y=:l, ¿y = — i;irtN/3), 

Asimismo r* — k*z=zO nos da y* — 1=0; y dividiendo por 
y'— 1 , se halla que y'+ 1 = 0; y de aquí sacamos que y := •+• 1 
y ±V — 1; y finalmente a:=it*'» 7 ^ky¡ — 1. 

539. 5ea a una de las raices de la ecuación y^ — 1 =rO; según 

eéto tendremos quea"= I, y también que a"^=l, seacual-fuere 
el entero f>, positivo 6 negativo. La ecuación y'* — I =; O queda por 

consi¿juiente satisfecha por el valor de y= a'^; es derir, que ai 

14 



. De aquí dediieiino* Ib ■ 



1 da númeroa ligitictilt que todos ■ 



. .. (SI. 

n,la fbmia da 
) tendrcmot qa^ 



1.= Si elejimoi a p>ii, yla dÍTidimoi 
sori. n^-f** BÍendo í menor (]uo »: seguii 

«P = »"»+' = a"'x.' = «'p" ">."' = !■ V ul e. 

«Tempre qui^ p sea mayor que n, rccacr^nioi en ]o» miamoa 
tnrcH anlertores, ()uc gunrdnran lambien el mierao ¿rdes ; | 
duciéndoiioi c! ]Kriodo 

!»',«■■ «■■—)■■ (3) 

C, Si;i eancgaliva, tendremos que «,"''=: n,""''^ a ** = 
con motivo da ser n, ^1; por con?' gu i ente, podemo» fi 
inr el eeponentc — p con nk — p. En lo cjisi vf-mos que loi eip»* 
tientes negativos reproducen tatnbicn tos mÍRmOB números qaV 
loe positivo», y en el mismo orden. 

Por eaiuiífuienU loi vnlores (?) km dt tai naturaltiv, fHl 
II Imnimoi una cualquiera dt tilos, y loi n — 1 q<it liguen á ídc^ 
jue le preteJen, Undrcinoi un ptt'iodo qut >e reproduce iiídrfitúJli- 
tutnte *n Ini dos lailidot. Adenint', la ecuación «." = 
da satierecha no lo'o cuando p=q, ■Íi>o también for vakml 
de d qui; suponen i p J q da^ígualüii; porque dividamos didf 
■cuacion por a', y no« resultíii «.P^— 1=9. PorecoWKWM* 
te, para, que ica a"= a^ es Buütinte qiic n Eca rait d« U ecnt- 
Clon !/P-'-i=0. 

£40. Hcslanos aliora tabcr , 
do (3] ion con efecto desiguales 
tuarse que «''= a' siendo p j 7<iiiparBe! 
a, que luponemoB sor riiz de U ecuación y" — 1 = 
también de y"* — 1:=0, hnciemlo á p — í=:Hi; cato •upoif 
que cülaa ccuiciotiua tienen un coniiin diuisor que igualad* • 
cero no» dará i conocer ;í i| . DbteroiiD^tDus esta fiíctor por »! 
Oftembrado ( niim. i03]. Dividiremos dcfde luej" i 



■I loa n tcrminoi del pena- 
, Examinemos si puede cAc- 
■ prenso qtie 
lo ie> 



método 1 
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y*— 1 FO^y"*— 1, y haliaremoB !a« resUis y^'^ —l.é t/"^*^— l -., 
y ftnidmeiite y — I» siendo i el exceso que lleva n á los múltiplos de 

» contenidot en ella. En seguida dividiremos á y -^ i por esta 

fQsta y -^1» que nos da la resta y -^1 siendo también ¿ el ex- 
ce«p que Uera m al major múltiplo de t dtc: en una palabra, el 
proeediimento es d mismo que el que se emplea para bailar el 
|kotei> wmom entre n j m, 
'1.^ 8i % u UA numero primo ^ el común divisor entre 

nj «eelyjeldpy —1 y y «^1 es y— 1 ; luego no 

bn flino &:=1 que pneda hacer que «'^zza^; y todot Iom tér- 
mino» del período ton deiiguales; una sola raiz imajinaría a, 
nom 4ik por-medio de sus potencias á n.*, n*,.«*«n^ 6 I, todas 
ta» otras raicea. 

t,^ Sft B «t el producto de dot factores prímoe 1 y b, es de- 
cir que fli:=í/i;sentemoslas eoeaciones y — 1^0 é y — -IssO; 
f eean y 9^ dos raices diferentes de -f-1, es decir que P ?= 1 

y y*=rl; de aquí sacaremos que ^''^sziy'^ = (/3y )'*=;1. 
Sopoeito qnefl ^ y f i Pr ) >on =1, sfguese que 0, ^ [fiy) 

fia MÚeaada y — - 1 =50; y ( 3, 0'.... 3 ) forman / números di&ren- 
tfff foe ff repsodueen periódicsmcnte (núm. 539);y así las n poten* 
ráa de 3 no íbrman sino I ndmeros distintos que en (p, 3'**"(^''] 
apúacen A veoes» Del mismo modo [y^ y' y'*) forman / perío- 
dos de k ténninos. 

Poio (3r»3V*» PV*—-P"r**)8on diferentes y constituyen el 
peffede4» keii raices que buscamos. Con efecto, para que ñiese 

i^y'^^^i^y) 6 (Pr)'''^ —1 15:0, seria preciso que py fuera 

raisoeeran á yí*"^— l=rO y \ y'*— 1 =: O, cuyas ecuaciones no 

pueden tener por factor común sino áy— -16 á y— ], por ser 

w rsM . Laego tendríamos que >r =1; y de aquí sacaríamos 

qoe y :ss1, por ser fi =:1; y como también es y ^=1, sigúese 
de eqní, que I y h tendrían un factor común diferente de la uni- 





coülrnrm i U liip6tMÍB, De Biitií caneluirein 

i « = Py, el periodo aeti (,i, a.', a" o.") f* 

fiirmaclfl. do n lérmiiioí difercnteB. 
Pudeinoa rebajuT d espolíenle p de p'' >-'' hasta q»c sea me- 
nor (¡ue í respecto á [í, y mt-nor ijiio íi con relatUiii á y, eupu»- 
ta i¡ue fí ^>- '=1 , y pudcmOfl Inoiliicn quitar de p todo* 
loB miiltiploB óe I i¡ ¿B h. Así es que p y' represenlk todM' 
loi términos del periodo, sicudo b y c lis realas tle la di*isiim 
de p por ¡ y por h. Luego pan hollar todas las raícei 
y" — 1=0; delerminaremoB á 3 j j-, ea decir una do Iti 
cei de tas ecuacJonea y — 1^0 é y — 1^0 tpie bbui difo-" 
rentes de -f-t; furniBreaias enseguida la cspresion |3 r elqieV-t 
Jo para valorea de Ir y c todas las combin. 
ros (le^de I á I pura b y desdo 1 lia:ta 
Cuando '^3, haremos á Jí = — 
Siempre que sea n el producto Mi de tria númeroa priV 
moB, ¡irobareinüs de un moiiu Ln^ílojfo al anterior, que deben-* 



]ue BflCí 
seguida el pi 



ella« terjili 
y formar en 
mente tomar iodos 

,EÍcndo />, I 



=zO é y — 1=0. de cidaun 
1 rniz que ten diferente de +' 
to (3j-S doeilos raices; y Goal- 
putenciu: coniprendiiioB bajo la foriOB- 



hasta I. k i i; y 

3, ° Cuando el 

un número primoi 

y" — 1=0, en la cual ce 
la ecuación y' — 1 = 0, y sea J i 
cion; estraigamos de cala rtttí, h 

É,V'e.\/6,^; y estoí eoi-áu oti 
euuiciün ptopuesla, porque Its potein 

ciaH de fl', que ca igifal á 1; el produi 
también, por la mÍEina razón, rain 



t de los iiúineroB l,t,3.^ 



d iascombinncio 

de los demás i. 

oncntc n es de li ferina A*^, siendo k in 
como en el ejemplo eigüest*^ 
=i'¿'. Sentemos en «cgui^^ 
i rsiz imojinaria de esta ecni» 
raicci sritmóticaa 1,3, 9, SV 



I taiitsB soluciones de I 

jtdcl grado el son potM^ 

» fl-V'e . v'í-v'6 = (i ) 
y. Pero a,*', a'.-.a"; 




d 
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ton cantidades difürentes todas entre sí» porque de no ferio, a 

seria una raíz coinun á ^*— -1s:0y á y*— 1 = 0, lo cual su- 
pondría que había entro estas ecuaciones un factor común, este 
no putfde ser otro que y* — 1=0; y según esto, a seria raiz 

de esta ecuación, 6 a' = 1, 60>. ^. v §. V d =1 y elevándola á 
la potencia 9, nos resuUaiia ^ = I que es contra la hipótesis. 
Asi es que a, a', a^«....a*' ton los 01 raices de la ecuación 
propuesta. 

En jeneral, para resolver la ecuación y**— 1=0 cuando nur^ 

sentaremos y -—1 = 0.* siendo ^ una de sus raices diferente de 
•(-1; estraigamos de ^ diferentes raices cuyos grados t estén 

esprssados por t^A%A>, A* ...A , de modo que formemos los 

« 

it resoltados 0, y do¿Í£;nados por y 6, y todos ellos serán' rai<* 

cas de la ecuación y'^-— 1=0, así como también le será su pro- 
ducto a=0yS**-y los termines a, aV-a*^, todos difcren* 
tes, quo compondrán las n raices que buscamos. 

Vemos asimismo quo si n = /i r, será preciso resolver las 

ecuaciones y — 1=0 c y — 1=0, multiplicar entre sí todas 
las raices do estas ecuaciones, y hacer este producto = a. Sean 
p y y dos raices de cada ecuación, diferentes de -4-1, haga- 
mos á 

h h h I I 

0'= V^, e'"=>/0'» P'"= VP" ..v'=Vy,y"=Vy•.... 
tendrtfmos que a = 00'3*'-*XryV' 

Sea por ejemplo y^— 1 =0, sacaremos de ella que y'— I=i0 

é y — 1=0; y de aquí p= — I, y =— i (1 + V— 5)¡ y en 
seguida 

o. = i(l + V— 3), a« = M — > + V— 3), a«=: — 1, 

y de aquí y=±l, i(l±\/ — 3), — i{l±\/— 3). 

Con respecto a la ecuación y'*— 1 = 0, hagamos á y*— l =0 
y áy*— 1=0; tómese para la primera ecuación .^1 y \/ — 1, su 
producto es — v — i = p,- y y es la misma que en la ecuación 
anterior, y tendremos 

a=l(V— I — ^3), a«=l(l— V— 3) a»=V— I, &c. 



1 d» aquí «acaramoi que 

p=r+l,±\/-l.±l(l±'/-3;. ±Ks'-'±"*'3). 
s41. Siipuetioqiiey^m, i', "■'■■•, la ecuocion (i) [oúai. 638) 



» + » + a'+.. 



l + «'+a.'.-.- = 0; 

6 /,=/,=/.-.=/fc=0. /«=". 

rcpreteiitindo por /¿ Ib lums de laa potencia* fc da todu lu ' 

raicet, siendo k un enloro qtic no ea divisible por n. 

S«. Hemos reducido la resolución de la ecuEcion ^ — 1 =0, 
al caaa en que n m un número primo. Nos Eerviremoa altork de la* 
lineal tigonomct ricas, remitiendo hI lector para todo lo reatan- 
te £ Ib ñola XIV de la ReíolacUm nunértcn Jt lat ecaaevmu. 
Haciendo á cosT=;p, hotnoa visto niim. 3(i I, que cada co- 
seno BucGsivo de los arcoa 1x,2x,ix... ec linDa multiplicando- 
JfiB dos precedentes por 2/i y — 1, y sumándoloe en seguida. 
Para poner da msniücsto la leí que observan los rcauitado*, ha- 



jramOB UH 

la lei indi 


3 de un aniflcio de aii 
aJa ES aigue, que par 


■ais. Sea 
hallar 


acoíx = j+|, i de 
á cu» 2r, será preci- 


Ú ÍCOBÍ, y restar do aquí coa Oí 6 1. 


!'+!'"' que ea igut 
Hallaremos qva 


3coa5r = 


í'+y"* I»r el mismo 


medio 


eremos qnc 




ico.3«-y+¡,-', 2 


EOt4<=; 


í'+!/-^.&c. 


Domo 


ftremoB aliora, qae los 
SiipongamoB que esta 


resultad 
lei se 


os siguen nempre la 
verifique en loa dar 



gradoa consecutivos n — 2 y n — T, 6 

Seo» Cn— 5;*=v''~^+y"'"~'' y 2C0S (n— i; í = i/""' +ji'^-*"' * 

■nullipliquenos las do* ecitacionos por y-|-y~ , y restemoa la pñ» 

maro; y no» darii leas nr^j"^.^"", cuyo resultado nos 






. propoaicio 



A 
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Ttneniot que 2 cm x szy+-^ y 2 eos nj: = y'^+ r 

de aquí aacaremos (♦) y»— 2y coix+ 1 =0 é y^'*— ^y'^cosn* + 1 =r 0( 1 ) 

-Si óMioeébies á «ot», «stav eeufteionea nos dan los valores 
da y y de eos na?, y así podremos baUar el valor de eos nx ñirt 
deCermioar aacesivametitelos de cosSx, co8 4x....; este es el tér- 
aaiiio jaoeral de la serie de los cosenos , y podríamos emplear 
•slaa ecuaciones para la composición de las tablas ; ^ero «1 
eikalo resultaría complicado con imajinarias. 

8i las tablas de los senos están íbrmodas, tomaremos #u 
éUaa los valores de cosx y cosnr, y así las dos ecuaciones an- 
tefieres no eoBtendrán sino á y, y por consiguiente, deberin te- 
ser una raiz comoo a; pero si tenemos que y=: », deberá tam- 

bÍAB wtí y '^•^ seguú podemos reconocerlo [vemos pues que Iss 

tcoaciiMies(l) son recíprocas]: por consiguiente, dichas ecuaciones 
Éátow dea «aiees comunes, 6 mas bien, la primera divide 1 
te «efunda. Hagamos a fis= 9; es preciso que ouelquitsa que 
•itt «1 aito 9 «e verifique que 

y»— «ycos(í.)+l divida á y*^— s/cos (p + l..,.(2) 

543. Para aplicar este teorema, descubierto por Afoivro, al 
caso en que nos ocupamos, hagamos á 9 = A:7, siendo k un 
eiptero cualquiera y 'Tt la semicircunferencia; resulta de aquí que 
coa 9 M "I* 1 ^ ~-*l según sea k par 6 impar, y el segando tri- 



mt^i^tm 



(^) JSsso/oisiMÍe ulcuí miomas ecuacÁones (1), kaUttrcmo* 
y'=icoit^:Ír$enx.>J — 1 y y^ :=i coi nx-^-^seniix . ^ — 1, 
y dt aquí jttcarcmof que 

(co«x4:*en V — 1 )" =icos üxA^són nxV — 1 . 

K$ia Mia fropiedad, de la que te haré un uto frecuente en el 
Aljekra mjyertor, no tt demuestra aquí tino en el cato de eer 
n entera y potitivay aun cwzndo realmente et laminen cierta en 
todot lot demat catos. Vohcremot á tratar de esto mismo, en el 
wüm, 590. 



y'"' + -2y"-i-1.:.(yT^y- VÉmoB que 
— aí(COB(^)+l dmde í y" + l....(3) 



:i]dD i: ui 



aalqui. 



i, que debe ser par fj/jfilj oí rfin- 



dMdo y"— 1, i impar ruíinilo »e ¡mía de diviáir á y'' + 1. I 
p| primer trinomio es un cundrído, no tomiremo» por dÍTÍMr 
sino su raizi este caio cirje que el coseno »eí +■!; y entfia- 
ees k ea o, n, 9n...., y el faeUir ao redujo & y-^t. 

Por eonaiguiente laa raíces de y ip I ecian comprendidas c 

»="-Cv)±"»(")^- w 



Míói 



I entero t r 






Jtir 



serí 



una fracción crccienlo da la semicircunrurenciai estos arcoa tienen 
cosenos desiguales, y bc obtienen fíictnr«a difereutns de legunda 
grndo qtie representaremos por J, tt, C....L, M. Como n-^ i y 
II — t, tiene» por suma i 3n, y estos números i>on á uu mismo tiempo 
para! ú impares, sea fr^n+i, siendo i<n: el arcóse convierte en 

-X = ít+.L_, cuyos arcos tienen e! mismo coseno; de aquí re- 

Kulta quo el fictor trinomio es el mismo, tanto para k ^ n — i como 
paran-f->- Por coosiguietite, después de haber tomado para it todo* 
luB números (paros ú impares] hajila ti; volveremos a hnllar dea- 
de Bqui en adelanto loa miamos factores de secundo grado en 6r- 
ncn retrügrabo M, I.....C,B, A. 

Parado el valor 3», k tiene la furma Si/n -\-¡, y el nreo 

se convierte en 2jji+-LÜ,-. cojo coseno es aun fl iníímo; y 



dos antíiriormenln y i* 
Es piifj inlUi!. Eegiin 



I 



;aer en los miamos factorea produei- 
i¡smo6riIPn.I. B....L. Jlf.;.., B,"X 

!. dar ñ k vi/oreí "^a. 

i son á la vci pai-fs (, impares en 
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Mte cu» J;=in±i DOS dk 1m ucoa—^^^Tt + U!-, tu- 
fos coscaos Gon iguales pero de signos contrario!, & aaber 
ssipsen (-^ ); y "»') siempre fiM n fM por, no AarMuw á 
k^jn, (ina fue fomircmoi íoi cotenoi con el ligno^. 

t. ^ Si it et impar, A:=n — i *er& también impar aiempre 
que ■ aea par y recíprocamente. En «ate caío no poajremos ha- 
cer i un misino tiempo á k^n—i y k^i; el arco ae con- 

lierlc cn_— ^i: — ^i ei irco ea <S«, coanilo ec hs 

lomado á <:=;n — ¿.suponiendo en e#ta espresion i i<ln: e'n 
este caso. dccimuE, que la BcmicircunrerencÍB está disminuida 
& UD arco toenor que el cuadrante , y el coaeno c> el míemo 

negativamente que el dg .? , ballándoae t entro los ontecos <¡ue 

DO podemoe toTiBr en lugar de Jt. Luego haremoa íkTsO,1,2,a,... 
hasta in, y áe este modo hallaremos arco* ^líii; unes de ellos, 
convendrán de doE en dcix al teorema (3); y reapecto á Ioü otroi 
tomaremos 1<íú co&unns con aigno contrario. 

FinalmentH, y=:— nos dái'— Sae coe^ J+a' , segUB 

la Gómala jeneral. de loa Actores de x":^ a". 

Ropecto á y*-i-i, k debe teiimpar; Jt^l no» da el arco 
{■u 6 45*, CU70 coseno es i\S; si lo tomamoa con el aigao ± 
DOS resultarán lo* dos factores ¡/'¿yV-^*'- ? '^'' 

SE<+a'=(!e'+a*\/2-l-a') {i'_<wv'2+"')- 

Respecto i S*+l, *=1 noa da el arcojn cuyo coaeao 
«■ i VStr'o valor lo tomaremos con 'el signo ±; k^3 nos da 
el coseno do ceroi luego 

j'+l=[y*+y\/3 + l)(y'_yS/3-fl)(y>+l). 
Sea j*^l: hagamos i fc:=0 y S, los cosenos de cero j 
jn MD I y i, que tomadoa cou los signos ±, nos dan 



^r^ 
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Sea aun j/"4:l=Üi ír=0, 1.2 nos da los arcos O.^it 

fi"" < Sí< b'" ' cyos coaenos luí tomaremos alternatita mente ctM 
los aignoa + y — , siendo el primero negativo respecto á y"+l, 
y positivo para y" — I- 

644. La pro|Mieit:i(Hi (3) se conoce con el nombro de T#». 
rema de Cídei. Eele sabio lo preaenlü bajo la forma jeo métri- 
ca EÍgiiionle. ücicrniose con p! radio AR=a {fíg. 6) el cír- 
culo ACHL, y tírese el diámetro Afí, que patn por un puolo 
arbitrario O á O'; divídase la ourba, priiiciplaado del puitlo J, 

en til arcos igualufl tales como Aa, aB, Bb cada uno de cllcu 

acrú la n parte de ic; tírenle en seguida los radios vcctore«, 
ya sea do-ido el punió'' O 6 deido O', á los pucitoa de diví^ioa. 
El radio vector puo va á patar i. un punto cualquiera C Rit- 
ma el triángulo COP, d«l eual Mcarcotof, cou hacer el áogur 
lo CRA=a y OÜ=jr. 

CP=aecua„ BP=aeaatt, J Of^a co!. n,— *, 
luego (>(?=«'— 2oKcoatt+a»=OCxOi:: y si d arco AC 
cantiene fc divisiones, tendremos que n.^- — _. Siendo el trino- 
mio anterior factor de » +o , ecgun sea *■ par 6 impar-, si- 
gúese que los radioa Tcctniu tjrailos i los punlM akernati- 
voa de dirÍGion, son los qtic constiiuyen todos estos faclorcá. 
OA^a — I, y Ofí:=a-\-x corresponden 9 loa factoru ret]«« 
de primer grado. 

Represen I emos por 2, Z', Z*'....Iob radioa tirados á Jas di- 
visiones parca, y por =, j', i".... los que van á las imparec; y 
teuiirenios que 

x-t'.x" ^a -{-I , ya sea el punto O ¡Litcrior ó csleiior. 

Z.Z'.Z" =:n — X cuando O C3 interior. 

Z . Z- . Z" =T^~~«" cuando O es estcrior. 

Ecandonet de Ira leí 



n ^a:"''+ Bi"+C=a, en la cual 
lu de lo) csponentes de x ea duplo del otro: haciendo á 1"=:! 



J 



Aísrmí BüPEMTDn lie 

*•» veulUri 

1.^ Si laa niceidexBonreileaiCODiopcir ejemplo/yi-, de- 
bereniM reMlveí las ecuacioaei siguientes de (loe ténnjnoe x"^/ 
j x'*=sf. Por ejemplo, se aoa piíle halltr dos númeroa que 
den por pvoducto 10, ; que teD^n á 133 jpor luina de eui 
cubos, seri 

«•+(!5y = 133, y de aquí :^—lS33Í'+\m}~Q. 

Haciendo ahoro & x'=:í, tcndrcmoa convertida la ecuadon dé 
arriba en z* — 133c-}-l00D=0i y da aquí x=8 y 135, y en se- 
^ida sentando x'=:a j 135, noa rcpullarán x=:2y5, y ade- 
mas (nihn- 538) ZaySn.', y también 5n. y3ii', siendo auna 
nit cúbic* inajiDaria de la iHÜdad. Estaa eon las trw bo1ugÍ9- 
oes del problema. 

X> ° 6i lea rucea son iguales, tendremos que B'-^tAÚ^O, 
la propuesta es un cuadrada Exacto {ax'*-\J>y:=0, y recaerc- 
mOá en una ccuncion de dos términos. Por ejemplo, hallar un 
niímero lal, que dividiendo su duplo por 3 ySporsa duph>,sca 
S la «Ulna de los cuartos potencias de los cocientes. 

^_\+f — y =2, de aquí sacareaus qae(lS<< — Ol)*^0 

y como y^l tiene por raices á ±l y ±^—1, tendreino» 

3. ^ FiaalflieBto euaodo Isa raices son imajÍDarias, ú jB'-~iAC^Q 
baremos á Ji =:Cy "yin ecuación propuesta se convertirá en 

cuya eoaaeion podrá compararse con la (2) del núm. 543-, por- 
que el coeficiente de y es <2. por ser B'<4.4C. l'or con. 
siguiente hai un arco Q que tiene á este fiíclor poi coseno, 
cuyo arco lo determinaremos por medio de los logaritmos, sir- 
vJéndoDoe, para ejecutarlo, la relación 

cos?=: ^ (5) 



úbla por y'— 9ycoa(?.) + l = 0, tommilopor valores de í ' 



visibls 



todua los nrcos ciij'on ■ 
■on no Bolamente el urce 
bien qi+STT, <P4-4w.-. 



osenoa rcEultcii ile la ocuscion (5), que i 

(p<9l)', que nns da Ib tabla. Eíno ti 
..y en jtnernl ií-f-ítir, siendo k un 

tero cualquiera; ees 4'=^- ~' - — - luJus los facieres que bus- 
camos eatan camprendidos en la forma 
n 9n n 

iV-4— 3iV[^C)cDS>H-VC=0....(Cl. 
Ademas es iuiítil tomar á it^n, porque it=^;n-J-t nos da el 
arco ?i;T-f- y ituprimiendo lascírcünrctenciai 9f -n, tea- 



iCDo del arco, que hemos obtenido ja p^tt 
r coosiguicnie, Tolveremos á recaer en lo* 



tarú eolo tomar el i 
cuando í'=;í<fii ] 

Obsúrvcüo que en todo cuanto llevamoH diclio, liemos su- 
puesto el radio igual á la unidad, y que ai queremos hacer 
uso de las Labias de logaritmos, eerá indispensable restar 10 de 
tado» loi logaritmos de los cosenos que se empkon cu el cal- 
culo [\éiiBe t. 1 núm. 363]. 

Sea, por ejemplo, la ecuación n'— 5a!'+l = 0: en la _cua1 
^=C' = I,B=; — 2 yn = 3: hallaremos que Cm¥:=I, y los 
arcos J. =0°, 120°, y 210'; según todo esto, la ecuación pro- 
puaetK tiene siia tres factores de la forma de i' — 2xcos%í.'+l; 
y como los valorea de eos J, aon 1 ,— sen 30»=.— i y —eos 60* =—ii 
hallaremus qiia los factores son x' — 5s + l yi'+r+l,esle 
(iltimo factor debe repetirse. Según lo que llevamos dicho la ecua- 
ción propueata es el cuadrado de (í — I)[í;'+i + I), 6 de í* — !■ 

Sírvanos aun de ejemplo la eeimcion x' + x'+2¿=:0: en 
la cual aon .4 = B = 1, C^25, ti=r2, y eos ?> = — i',: en ra- 
zón de tener esta cantidad el signo — .nos darán las tablni 
H) = 9i°W 20", cuya mitad %(, es do 4T 52' lO": agregare- 
mos 180°, y de osle ujodo formaremos un orco cuyo cotcuo scfi 
el mÍEmo que el precedente solo que tendrá signo coiiliario. 




J 
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SustituyeBdo eu el segundo termina 

do U fórmiria jeneral (6) vemos por el cáL- eos y^ r,a366074 

culo que 3b lialU al lado, que — 3 es el 2. . • 0,3010300— 

ooeficieiile de aoo de loe factores. Y así n/s. . > 0,3494850 

es que los factores que buscamos soa 3. . . 0,47^1224 — 

Finalmente, sea la ecuación* 22^-4-3x'-f'^ = ^>*Acarcmo8 de 



V 



ella^ que eos (f =: 



— . — ^ 



2\/ia 



3. ..«.0,477 121 3— 
2..— 0,3010300 
Vie..— 0,5000000 



eoa(f 1,67G09I3— 



2,.. .0,3010300— 
^10....0,1666667 

2Í^10...,0,4(r76967— 



Según esto hallamos que 9=61^41* 6 mas bien 118° 19*, 
tomando el suplemento, por hallarse afectado del signo-— La 
tercera parte de esta cantidad es \)« = 39'' 26' 20"; agregándole 
120* dds veces sucesivas , y turnando los eos n[^ , tendremos 
eos 39»26'20", — sen 69» 26' 20", y sen 9» 26* 20". Luego 



2\/l0..,...0,46770— I 0,46770— 
eos 4» :....! ,88779 T,97 141 — 



0,46770— 
T,21483 

0,35549 I 0,439 1 1 + 7,68253— 
Hsgamos& a= — 2,2672 -f-2,7486 — 0,4814 

j los tres tactores que buscamos son de la forma ar^ y ^*f~ ar-f- v ¿* 
Raice* de lat etpresionet complicadas con Radicales* 

546. Concedamos que a-^s/beca. un cuadrado, y tratemos 
de hallar su raiz, esta debe tener la forma de >/x-f- Vy ; si di- 
cha raíz fuese/4-\/y» tendríamos que en tal caso seria ':=:/*• 
Hagamoa p^r consiguiente á 

V(a+ V^)^ V«+ Vy» de aquí sacaremos que 
x+y+2\/xy^a+y/b; 
7 en seguida «-J-y=a y 2V(ry)=:Ví', 





lia Ai.jEi 

doscompcmiemio In ecnnciDn i:n (los, ecmo en el nOni. fiSS.Tvnt 
socar los valores i}e x é y de estas ecuaciones, dérensc ara- 
bas al cuatlcailo, itatenBG en BCguiJa, y tendremos 

Como luponemoa que ir c ¡/ eon racianalcs , sigúese que a' — b 
debo ser un cuadrado exaclo conocido, ol cual haremos ^.t^ 
lio aquí resulla que x — jí:=t, y i+j/=:o oos dan k solución 
que buEcamos 

Sea Ib espresinti 'J íi-{-2\J 3); en cate caso serán a:=4 y 
h^lS; y lie aquí sacorenioB que a' — 6=:t'=z4, y en segui- 
lia *:=S, x^3 é y = l; por consiguiente, la raii ijne te noi 
ha peiido es l + i/3. L» de i—2s/-3 os ±(1 — \/3). 

Con respecto á \/[ — 1 + 2\/ — 3) tendremos que a» — 6 = 9, 
í;-^3, ic^l ¿ yr= — !, y así resultará qua la roiK dala can- 
tidad propuesta es±(1 + V— í). 

Si Q'i-^b 03 un cabo exacto, linremoE i 

siendo «una cantidad indetcrmin.idB, de k en ul podemos dispo- 
ncr á nuestro arbitrio introilucid» pnra facHilar los cálculoi. Ele- 
vándola esprcsinu propuesta al cubo y comparándolos términos 
racionales, hallnrenios que 

n=í(t>+3i,).y V6=Wy(3í'+!/) 
cunilrando eatne ecuaciones y reetúndolas sciú 

pero vemos que el factor do ;' es la diferencia de dos cuadra- 
dos, que patenlemenlc se convierten en (r+^yi'X (r— \/y¡' 

ú en ¡i'— y)'-' luefo - J7T ..^[x'- — !/]\ Pero como hemos su- 
puesto í X i- y racionales, sígnese tino el primer miembro de 
esta expresión debe ser un cobo cxncto ; y eíomp ro nos sert 
fácil determinar á t de modo que quede satisfecha esta con- 
dición, aun cuando para ello tuviésemos que hacer á s^ (a*— tf: 
si a' — & es un cubo, haremos i f^\, En joneral, dcMon» 
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los í«ctere6 ^^ áthf — iaUo^vctr 
VB di^o exacto, fis cmfenntdid oos 
las caatidideR 2 j le en ks rdMÍoae« 







y 

di ^ valor 4es, sinos oputwiUfno» 
•ift Jai lairat fañoaales fiobraenU ; la pracadeola aoa da 4 
riMgrnr ¿ jr* f de este nado teadreíaoa la lais padida. 

Tfa ganMM fg^M, apficackm i la estraccion de la raix cilbica 
de 10-^6^3) ctt eflCe caso tendremos ^ue a^lO, ft^^rlOS 7 
á*— i:~^— ^ 7^ seguo esto werSt z=rr y Ik^-^t; Liaego..; 
is'-f-H^^ 10, j de aquí sacaremos que x=il j en scgnxda 

y=3; finalmente tmdremos que V 00+6^3)= I+V3. 

Sea tambi^ &-f-4 V¿ otra esprtsion coya raiz ciíbica se nos 
pide; te ndicmes que •*«— '5 s= — * 16; haremos i x:c4^ y nos re- 
softaiá que A:^=— ^1, se^nn esto será iv'-l-Sirsity «==!• 

ysrt: por titimo iV4)^l + V5) es la raiz ctfbica de t+4^S, 

n n 

Hadtfida á V(a+V*)=(*+ Vy)V*, 

y sirviéndonos del mismo raciocinio anterior, deterrainarémos á 

X, y y 2 en caso de ser a-(« >/& una potencia exacta del grado ti* 

547. No es suficiente que en cualquiera otra formula susti- 

toyamos en higar de los radicales que pueda contener, sus vale- 

ww «proximaéDs, porque de hacerlo así, dcsprcoiariamos todots 

los valores imajinarios de que son susceptibles estos radicales. 

n n n 

En este caso. debamos reemplazar á V*^ con a >/w^, con a.^ \/ A 

con«*«-(p^m* 540}y tomando á 1, a, a^...por raices de la ecua- 
ción j^— 1 =0. 

n n n 

Si tenemos que x=za\ g+b\/ g^+c >/ 5^» -I-.... bastará hacera 

-y ^iff y resultara que ar=rTy-^-&i/2-|-fj^a-^ 

y eliminando á y entre estas dos ecuaciones, tendremos que lus 
valores que buscamos de x serán todas las raiees do la ecuación 



CuanJii tengamos una Tuncion X complicaila c 
ules como V-3, vB'-'-para Ijallar todos los valorea de X, bk-^ 
remoíSy"^-^, á í"' ^B....y en Begiiiila ¡ntroducirémcn en h | 



1 propuesta 






! loB railicales, loa n valores de y, 
£Í de toUoí los modos poBÍblea. 
Cuando en una ecuación X=.0 so lisllan radicales que eM I 
funciones (le r, se la doaembaraía de ellos, rcpresenlando cada «• , 
dical por una niteva incúgnita, la t[iie so elimina en seguid* i 
por los procedí míenlos ordinaiiua. Así es que respecto á la ecua- 
ción 3-— V« — 2N/(Je+Il:=0, haremos ár^i», y ár + 1 siy', 
en virtud de esto, la ecuación propuesta i eri x — : — S^^O: j 
elíminiimlo í y nos resultará 

Finalmente elimirüimlo á ; hallaremos la ecuación final 

t« — I2i'+34j' + Cj:> — ICTj"-:— ISIx — 6i = 0, 
hallaremos inmediatamente que izz:.^ y — 1 son las eolueíonef 
TL-ales que se nos linn pedido; en cuanto á Isa olrai cutirá 
ruicef, dependen i:itíá de las c cu nhi nació nos de los vbIm'w de las 
rBlccsimajinarías de loe radicales cuadrados jf ciíbicos de' la ecua- 
ción propuesta. 

Ecimcionti del Urce/ grada. 

548. PararesDlvcr]accUBcion¿i>-f-(u'-f-6i-fc=o, la despe- 
jaremos del segundo término y del cocficieme del primero (núm. 504] 



+3a'(3fc6— íi»)^-2a*— 9ntt+a7c*'=0. 
de tercer grado puede reducirse i la fbrmí de 

^+px+g = [1¡. 

1Iafam(»áz=:y-f-ei de nquí Eacaremos j'=z3yit!/4-0+y*-í-=' 
en virtud de ento, la ecuociaii propuesta se convierte en 

Pero como la descomposición de i en dos siizntinilos y J r pue- 





AtJCBKA trpeittoA Stl 

ée ejecutiine de una infinidad de modos, y como adrmfit está 
á nuestro arbitrio elejir eu producto, 6 su diferencia, ó fU razón, 

6 &c. Supongamos segnn esto que el primer factor es nulo, ó 

yx=— J/^i tendrcraoj tamtic^n que ^'-{-¿*r=.^^, 

y elevando al cubo la primera ecuación, será j/'^s'::^ — fj;>'' que 
nos dice y* y *' tienen á —7 por sunia, y á — f J/))' por producto, 
«8 decir que las incógnitas ^ y 2' son las raices I y <* de la 
ecnacioa de segundo grado (nCtm. 137, 5. ® ) 

P+qt=:{ip» (2) 

que se llama eeuaéion Reducida^ Conociendo ú. t y ('^ ten« 
drcmus que y*=í y z»=r; y siendo I, a, a*, las t rea raicescfi- 
bicas do la unidad (núm. 540] tendremos también quo 

Mas para hallará x=:y^•r no deberemos sumar todos estos va- 
lore.-' tomados de dos* en dos, porque si así lo hiciésemos ha* 
liaríamos 9 raices en voz de 3. Como en Inorar de la ecuación 

o 

yzziz — ^o hemos empleado t$u cabo, se han triplicado por esto el ixCr 
mero de sus raicea; y pur consiguiente no debemos sumar sino aque- 
llos valores de y y de 2 cuyo producto nos de •— Jp, o (>Jtt') por 
que siendo el segundo miembro de la ecuación ('¿J = -—¿.¿', su 
raíz cubija scri =lp« Fácilmente veremos que con motivo de ser 
a^=:l9 no debemos admitir de las 9 combinaciones anteriores 

nne las dos siguientes, á una con x=\/¿4~\/''> 

Sustituyendo ahora en lugar de a y a* sus valores — iCl'iv — 5;l 
Dúm. 538, y haciendo para abreviar á 



tendremos qtie 



• =\lt+\¡V y d:=z\l í-^k] V \ /gv 

x=f «=— 4[*±íZN/— 3) ^ 



Luego para resolver la ecuación do tercer grado (1), os pre- 
ciso, en primer lugar, rcfolvcr la reducida (2). y después do co- 
nocidas t y V introducir sus valores en las tormulas (3). 

Por ejemplo ;t*4-6x=7 nos da/3 = 6, 5 = — 7, y la re- 



ía 



luego 



ducida I' — 71^:8; de la cual aocnremai i 
y t' = — 1, cviym raitea cúliicas aun 2 y - 

»=l,J = a, 1 = 1, y _i,l±3V— 3) 

Sea y' — 3^'-J-r2y=-l, liaremos i y =;i+1, para quitar ti 

ítgundo termino, y tendremos a'+Cx+U^O y de a(iui> = í, 

q=.0, y la reducido ¡'4-6í=21, la cual ñus dará 1 = 3./' = — 8, J ^ 

) =z\/a — 'y/ 3= — 0,fi37B3J =«, ii = 3,55e3: 
y tn argüida jr = 0,36318,'. y l,31H9ir±!,7GII6'íV'- 

Laccuttci^mr»— 3i=IB nos ila (■— ISí+l=0 y /=:r±W4- 
cuyn mis cúbica es (núm. 516! ÜSV^"- y seguí «alo lendr^ ' 
moa que <^3, (/= v'^. y finoluieiile i^3, y — 113+ ^ — '*Jf ' 
»' — 27i-f-&4=:0,noa da (» + 5lí-f-7J9=0, 6 [I + tl,'=> 
1 = — e y 3 (rniz ili.lile). 
il;i raüri I j (' de la reducida aean 
1 . y rf; y pt* 
n propaetta m 
ii fuese t := t , tcndrianlM qa« 
rcalef^, siendo dua d« ello* 



y i = — ;.; según ■ 

j-l'.l. Siempre (¡ile í'ii doi 
realeí, V' y V<' I" aon InmUi 
mcilin de la« fLirmu!a*(3) cnnduÍmo> 
Centrino umi riiii real. Hin eiiiUafgo 
, y los tres valorea de i acriai 






. la mitad dol ter 
L el último ejei 
Pero JÍ íít rtduchla Ut 
¿ativn. y ademaa tendromi 
permanecen complicadas con c 
no ca real ninguna de tai r 
ya íabemo* (i;ijm óló,l, = ;. 
largo li-impo j los aljebristi 
Cure irred'fihit [•]. Trainn 






1 signo contrario. Esta 



■riba. 



iplo do 

le tus i'uti'ít iinajinariai [p lerí n 
i que 4/i'>a75'j. lis euprestonealS) 
canlitladcE imsjinarKis, y patee* qua 
raices, lo cual es cuntraríu i lo qud 
fiaiadujo. 'jucha detmiila 



1 daJn 



> da 



Peí 



I iiTpíidad lieeti-cti 
dráii hillan 
(]i}c lt\j — I ;c hallo afecli 



)a ahora de niantfestsi que «a 

tos vnlofPB de íy í' por a+6V — t, ¿Mwroüí- 
rail rrtbioa, 6 lo, potenria J. en serie [núm. 499.'. 
este cilcnlo, es cvidenta qu« BS p<»- 
n:idades imajinuriia biiio en los lÉrnüooi en 



halhr 



J 



AI.JKMIA SUl*lvlilOJt X'itk 

Í9 uiM de CfttM «eriei ae deduce k otra con .«cdo .t»mbiar.-&' 
h en — ^ ee eiidente que ámbae aeriee ettaráa - .cmnpceudideit 
bajo la fi>nna PHHQV — I, cuya turna es # ^SP, y la diferencia 
if=fQV-— I. Según eeto, las formulaa (3) te reducen á lae 
eeprecieiiea reales siguientes 

jr=:2P y— P±QV3.M.(4). 

F^r eonaígmeate, lae raicea que tratamos de hallar son reales, en 
•1 mismo caso precisamente, en que laa ecuaciones (3) nos las dau 
á conecer bajo la forma imajinaria. Este caso singular trae su oríjeu 
de que haciendo á x=iy+z y á yr=r-^)p, no existe relación nin- 
funa que esprese que y y c deben ser con efecto reales; y el cilr 
culo mismo prueba también que son imajinorias cuando las tres 
raicee son reales. Para hallarlas, desarrollaremos la potencial 
de a-f-6V — 1 bajo la forma P+QV— 1; P y Q nos se- 
rán eonocidas en las ecuaciunes (4). 

Bate procedimiento no seria propio para damos á conocer 
laa tres raices; y así debemos preferir los siguientes. 

Sioinpre que oonozcamoe una de las raicea a de x, pan^ 
hallar lae otrae doe, dividiremos la ecuación propuesta por x— o; 
la resta «'«("^+9 ^ Por hipótesis nula, y el cociente de ae- 
Ifondo gradü jr'-f-ajr-^a'-f-Pt igualado á cero, nos dari 

,=._il^>/(— p — j'4«) (5). 

8i la primera raíz a es real; para que también lo sean las otras 
doa, ae neceeario y suficiente que p sea negativa y >}a*. Se- 
gún esto, oarabiemoo & p en — ;i, y representemos por ^ la di- 
ftreaeia positiva ^ =p— }a*. Para examinar el caso de que se 
trata, eliminemos á a entre esta ectiacion y la q^ ...a'-f-oj', 
con el objeto de hacer, desaparecer á a de la comparación de 
p con q. La ecuación final puede escribirse bajo la forma 
4/I*— •J7^=s4|(4^— 3p)*, y como en el caso actual ^ tiene el 
aigoo -f*, vemos que las raices no son realce sino cuando p es 
negativa y ademas 4/»* ^27^, cuya condición hace que sean 
imsjinanaa las raicea de la reducida, y concuerda con lo que 
•cabamoB de decir. 

Para hallar en este caso los raices, reduciremos en pri- 
mer lugar & —1 el coeficiente del segundo termino de la ecua- 




■f- 
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rionfO hucieoooá x^zz + t^p, en e1 caso ^ireeentn itcbeniMfra 
ftrír ol ^güo negativo. Dividitinilo en soguilla par y/p', tendremos I 



Pero la BUpOEicion de -Ij-'^a 



^ _jL., nos prueba quo ú hacomoe á = ^ V ] el rcniltado es 

poNtivo; y este remitado tictis el figno— cuanda z=: I; por coa- 
riguipnio hai una raii de r entre I y Vj=l,lji7. Uigamos 
h <=l+Oi B EBrá'^0,1 j4~, por primero. apr<uciinacÍDD pC- 




drctr.os dcsjir 



r & i"; y Bcgiin esln Icndro 



resolvíenito a'nfim i 
coneigiiiente el ile 



tcnJrtniDs ti v 



I de r 7 pot 



, )) W 

A esto vaW Bpr.nsimailo de r se to dn un «i¡;no contrario al do 
pu filtimrj Icrinino i¡; en BpgiiiÍB su procede á una aproximíeiaB 
iinerior, por meiliú délos iriGtodttE ordinarios (nítra. S?C,; la et- 
rresion [&], [¡tic bc rediieo ¿ x^—it±^% nos tli en bo- 
giiiiia las otras des ralees. 

4-3^0, tondrcrooi noe 



z' — x^ ; y en aeguiu» 



x:=-~i\J 3, y de aquí sa 

ava 
* = — l\i's[2+V'(l + -^)¡ = — Wi'Jí3,31S=:— 2,M?, 

y par coníigiiienU x = — 2,430.16;, I,r.3l245. 0.0566160. 

SiO. Poroai quiaicraniM hacur modo loa logaritmos, prcfcri- 
rianiDS el «"iguicnta procedimiento. Del teorema (21 ni'jn. S-ilM 
sigue que iiacíenUo ó. n^J, y eÍcíiüo el radio igual á uno 

j' — 2jcoaJqj + l divide a j'— Cy^^os ¥ + •• 
nügaso S r = iir[y-J-¡/~ ), en la ecuación i=—;!i;-r7=rO. cicribi- 
mos en la cennrion — p, porq-.te solo Irntamos oqoí el ts*» 
rii qiie 3~,'4-4^»ea npgaííva; h siistitncion dicha, en la eciw- 
i-iicn anlericr r.ós ilarü tü».'p*+j''' ''+i:.'in> — r^"i'+i'"')+?^'' 
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Haromoi desaparecer el segundo término haciendo ¿ Sm'ssp; 

de aqui sacaremoa qae w=:Vip* Lucgo^*-t.-?í +í==^' 

Pero en el caso de que tratamos, i es imajinaria en la ecaa* 
cion [Z\ 6 Civi'^d/')'- po"" consiguiente, podemos hallar un arco 
<i> cuyo cosf'no sea la mitad del factor do ^^ supuesto que esU 
mitad es ^K 

eos (P = n? (7) 

quedando en este caso la ecuación propuesta reducida al segnn* 
do trinomio, es divisible por y*— '2 y eos J9 + 1=0; dividien- 

do en peguida por y, tendremos que y+y"* =?cosi<p; y como 
9=:m {y'^'!/'^), tendremos por último que 

x= 2\/vÍp)XC08Í(p (8). 

Conoceremos el arco Q) por medio do un cálculo logarítmico: 
tomorcmos su tercera parte , y á esta Jo auadirenios 1«0® y 
S40^, porque podemos tomar, ademas del arco hallado on la ta* 
bla, los arcos ^-^'Jtt y (p-(-4 7r, que todos tienen el mismo 
coseno, r«a ecuación (8) en que el coseno recibe tres valorea 
nos decerrainará las tres raices reales» 

Sea, por ejemplo, 1*— .5«— 3 = 0; en j 

la cual vemos que p=3, ^^— 3 y [ ^ 0,0989700 

3... -^ 0v477l2;3 

difercn ü,¿¿iü4»7 

mitad 0,1109^43 

2 0,3010300* 



3 

cosQ:= . El cálculo que se halla 

2.JV5 
al lado nos dá el valor de Q=45*4o*9*% 
cuya tercera parte en 15* 10' 3''. A es- 
te le ogri'gamos \'20^ y 240*, y tomaremos 
sus cosenos qne sen 
eos lúo 16' a',-scn4G» 16' a",-cos 75» 16' 3" 

Da las cantluadofi que se hallan al lado tomar jBmos 

2V/í 0,4119543 0,4! 19543 0,41 19543 

COf íQ... 1,9013955 I,fí5l5032— 1,4053576— 



dcnom. — u,bJ3büJU 
3.,. 4-0,4771213 

cosQ ^C4J31BS 



« 0,3963403 0,2634575— 7,tíl73l 19— 

a =2,490062 —1,534245 —0,6556166 



i 




ñpflpeeio i la nciiseion i' — 5i-f*3:=il, »eci suficiaatBci 
lii&r ú z en — I y lecaercmoi ea la ecuaoion prccedenCn por 
cunsig-iiiGnle, hallnri'tiioB ka biUihmi raicea pcru con signo con' 
tntrío. Preucindieniio de cuto, ti Irnlumoa oHle ejemplo ti ¡re ct«- 
mente, verwnoa que la ecuación (7) nos da el eos <p negativo, 
poT conúguiento el arco 9 es ^90.° y sujilemeiito del preca- 
dentciel cálculo se cüctinún de) oiismn modo. 

Sea 1> ecuación *' — 4i-|-I=0: de aqui lactreinM qú 



obtendrciiioa 

4 = l.8úOB07 — ;,IU007... 0,354099.... 

Eruifiímet de tiiarl" gradv. 

5j|. SeB. lu ecuación propuesta r'-^-^j*+9' + ''^''l P*" 
re^aU-crla, Befruironios la misma iiiurchri q>ie en Ina ecuaciuue* 
itc tercer grado: eonsidiTareinus ü i-. como formada de do* par- 
tea y y r, «^;=¡; + t y eiistiliiitenios esto valor en la ccuacina 
piopucAlH, hecho pt^io tciidreuuis 

yi + ltít'-i-p-.y-' + li'+pz'+^c + r) 

Y como adcmBB podemoe eettiblucer una relación S nue»lro arliilfi» 
vutrc y y !-. SI igualamos i cero la segunda línea que ea la que 
contiene laa potencias impares do tj, hnllaremoB que 

»•=— -f-5 '" 

á y', tendreniOB que la iransforniada se conveitirí eo 

I contiene ainii polencias pares de c. Ua- 
TBIQOS paro simplificarla í :':^{l, y tendrcmoi 

f+-2pt'+{p'—i,)t—^'=r> [A). 

Eíta es la raluciiln que Bi-gun vemos ea de tercer grade, y tie- 
le por lo ménoa una raii rcnl y positiva [♦]: represéntenlo* 

[•] £1 prtriiii ilerpnj-tr á eitu eenacion de iti it^unda tinnina, 
¡acirndn ñ t^J (u — '.'p;: yegua rilu noi rttaltará 

ti> — 3u(p*+l3f)+l-pi' — 'í' — 2-7q =0. 
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por < esta raiz: y tendremos '^=Hb|V<; ^n U cual el tigno cm 
mrbitmrío. Sustituyendo este valor en «rry-^xy «n la ecua- 
eion (1), nos resultará 

Finalmente hallaremos, teniendo cuidado con la correspondencia 
d« los si|;nos, y eliminando á y 

^' > w 

Y «sí resolveremos la reducida («lí); tomando en se^ida una rais 
positiva ty la suetituiromoc on las íttrmulas (B) que nos darin los 
cuatro valores de x. 

Sea por ejemplo 5x*— 19r«+a4jf=:y ; hallaremos que 
p = — \^^=:l^, &c.y la reducida será !• — 19^*4-96^=: 144. 
Una de los raices 1 = 3 nos dará 

«=i>/3±V(4— 2N/3), y — lV3±V(4+«>/3), 

y como(ndm. 546; \/(4 4-g\/,3(= I j^Vs) 

tendremos que « = 1+4n/3, y ac=r — |-4-i\/3. 

La ecuación x* — t5x*+6Qv — 36=0, tiene por reducida 
á ¿'^-50i*4-769¿=:3600; tomemos á ís=9, J tendremos que 
« = 3,?,1 y _G, 

Respecto á x« — x+lszO, hallaremos que t' — 4Í=:1; y 
do aquí sacaremos que ¿=2,n4907....[i¿afc al fin del núm. 550]; 
y de aquí concluiremos que 

x = — 0,7 27 1 360 4:0,9340992 n/ — I 

x= — 0,7271360±0,4300IJ9\/ — I. 

Finalmcnto la ecuación x* — 3<'— 4-2r=:40 nos da 

13 — Cí«-f-16'J/=!76l; 

y de aquí t-0; y en seguida j: = 4, — I y Ü^itN/— -3l\ 

55 J. Si en las ecuaciones [B] sustituyéacmos en lugar de t 
cua!eí?q:n?ra de In^ otras raices de la reducida, no por esto hallaría- 
mos difcrcníea valores de x, y si preferimos la raiz positiva / á 
las otras dos /' y f" no et« otra la cauea, que la comodidad de 



)oi cSlcuios. Con efecto, ««presemos estos vabrca B c^ riincia> 
ncii ie Isa tres rnicce. Tendremos qiia 

í-f.f+r=5— ?/, y (xrxrs','; 

Imprimen da estaa ccuacioaei n» di t'-^l'z^^íp — t, 
J la legutida Ví'í"=:— - (3l 

Vi 
yaejun esto leadroraos que i = Í[ \/;;4^s/;ir+lí" — i\/tr] 
6 mas bien x=:',{ »/' + ^/''^ v'í"l ¡ 



■■■(*) 
) 9 es priptticii 



P 



¡So convienen estu eciiañunea ; 
pMqm ei preciso obíervnr, quo no contonitndn i v I" Toduoiila 
tino á q'. cotii'ieiio i la propuesta aci ciml fueru el ■igno da. 
9, Bun cuando «on diferonteo las retesa de i respecto ñ +7 
y — ?■ Pera como deltcinni riistituír en l>ia eciiocliineB B el fi- 
lor de q cotí Gil sigiin, eatn circunstnnnia restablece In» dittni 
fi su c?tid« primero. Ko siicoiJo asi en l.'is ecuaciones [■!) en Inj 
tíiinlBJ no ee hiMa 9; e.i preciau tamMen Iciier c-.iidad» con el 
íignu lie 17 en la ecimcian '3) y tomnr S v/ cnn el siíjnD — , 
cuando 7 es iipgntivi pnm que loa d.is niipmbroa tengnn el 
inUiiin t>ianní debe también derfe ó lus rBilicales de lu« dos 
mieinbroG el doblo si^no ±. V así aiempre i]uc 7 íes negativa, 

dcbcremoa sentar yJlT:= ~ , lo cual di á los valoreí d« 



fila 


,=i[ \/í 


J-s/íM-v/l" 


í ÍC> 






«=i:-\/ 


±slf-^^r 


í t^'- 




Observemos ahora, qun e 


n cuBlesquier 


de los dos 


easw, tu 




iancs 4 y S son s>im 


L-tricas pn í, 


y (■■. CB d 


cír que 1u 


csprt 


Bion?^ dan los mísi 


os cuatro valores, c>u, 


iiindo una 


CUEllc 


(juicra de estas ielm 


en la otra. V 


oeí ee que s 


lendo estaa 




!i)neB4 y 5, lasmism 


US que las 0, 


umiuc bajo 


otra fürma. 


las e 


cuaciones B no dan 


EÍno ciintrn r 


ices. 






.M formas 4 y 5 so 


aJcmuB mu 


odccuadaí 


para dar 4" 




L'r la naturaluza do 


as raicea do 


a:: porque 




1.° Si la TcdMlda ik 


ns iuí ícíí r 


ktt reate; 


1,0 puede» 
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suceder lino dos casov, como su producto t . V r*=: 9* es positivo, 
sigúese que 6 son negativas dos de las raices, ó no ha i ninguna 
negativa. En este último caso ^/, ^l\ \/V* son reales, y por con- 
siguiente las cuatro raices de r son también reales. Por el contrario 
en el oiioeaao V y V <" w>n tmajinarias, y los cuatro valores do x 
lo son taori)ien. Luego, cuando la reducida recae en el cato irre- 
ducible^ la ecuación propuenta tiene a un mismo tiempo tus cuatro 
raices reales 6 imajinarias, ssgun tenga t tres valores positivos ó 
uno solo ^c. Esto lo hemos visto en los ejemplos de arriba. 
Sin embargo, si en este segundo caso sucediese que r=¿", 
como dos de los valores hallados de x contienen la diferencia de 
^08 radicales V <* y n/<") las raices imajinarias se destruyen entre 
^1 7 lo ecuación propuesta tiene dos raices realos é iguales, 
y doe imajinarias. 

2. ^ Si la reducida no tiene sino una sota raiz real t como en- 
lóocee I es positiva, \lt es real. Ademas representemos ¿ (* y 
/** pora+^V^-l» de aquí sacaremos que 

\Jv±,\lv'-=z\l(a+b\J^\)±yJ(a^h\l -^X) 

sil 'cuadrado es (Ví'i*lV^í")'=2a¿:2N/(a»+6*). 

Este último radical es visiblemente real y >a, y así Bicua- 
drado último tíene dos valores reales, uno positivo y otro ne- 
gativo: estrayendo la raíz que es \l V-^^Jv* tendremos por una par- 
te una cantidad real V*^) y por la ptra una imsjinaria V "— i?* 
Ascendiendo & los valores precedentes de x veremos claramente 
que si la reducida no tiene sino una sola raiz real t esta es 
positivay y ia propuesta tiene dos raices reales y dos imajinarias . 

IV. Fcmciohes Simétricüs. 



Potencias de las raices de las Ecuaciones, 

553. Se dice que una función es simétrica 6 invariable^ cuando 
no padece ninguna alteración, al cambiar unas en otras las le- 
tras de que se compone: de esta naturaleza son las esprcsio* 
nee figoientee a*+b*, >/a-f*N/^> a-{-6-4-sena.sen^, &c« que 
permanecen las mismas cuando escribimos 6 pora, y a por b. 

17 





Lm coelicienlCG de los [livt:rsoB lúrminoB <lc una ecuaciony«^tt 
Bon funciones tsimi^lricDB de ¡as raíces a, b, r....(Tiúai. 50e), 
Eu losucciivo rcpresciilaromos porl 0*6' t** I la funcii 

en que un término os a°'b''c^ ...., y iic\ cual bc escau 
euccsivamcnle loJoB los deroas con cambiar codo letra a, fc,c... en to- 
dos Ibs otras: pir •'<'„, ia suma de Ibb potencias ni de cetas rai- 
ces , ú S ^a"'+í'"'+<;"' Probcmod a lio ra, que sin cono- 
podremos liuilar aicmpre las cantidades S„ y 
Fa^'i'^c*'... , sean cuales fueren los enteros m, a, [i. y..,, en 
funcioucB do los cocñcienteá p, q,... de la ecuación propovtU, 

/a:=r"* +p«'^' +?''""^ +....+(J:+u=:0. 

LaespTCsion/r os idéntica con (r — a)[z — h)(t — e)..„ y hemot 

i2-l,a. °)[*J que Ib derivada />» ea 

dividiendo cata caprcsion por/i, liBllBremos 



Desarrollando ft (* 



)~ , toiidrcmos (niim. 4S5, 1) 



Cambiando ¿ n en 6, en c... y tomando la Eunia Ac loduí 
resultados, hallareinos que el segundo luiciubro du la 




(*) Kn el número litatto y tn la tercera edición, el miUir lla- 

mn Xy X' ú lo que <n la cuarín cpTtta ¡¡or fx yfii 

hxraot creHo mat ennjhme ala úliima repretenUiciBn que la «■•- 
terior y jhit látanla la kemut ndojilado deide qvtul-t ítUima edi- 
cioa llegó a nucutrat manot, no trumm jtie etla /jftr" ——"■—■—■ 
l'utüla producir errorti. 
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HultípUcando ahora la ecuación por 



13! 



mx 



X 



+p***" +5»*"" +rx*''" +•••• tendremos 
+{m^2)px^~^ +{m— 2)<^x*^"^ +,...+/=: 



mJ^'-^+S, 


x"*"' + S, 


/^-^+ s. 


m-4 - 


+mp 


+ps, 


+ps. 


« • • 


+mq 


+9S, 


* • • 


• 




+ iMr 


• • • 



m-l'l 



+'■5/-, 

El primer miembro tiene m término*?; y. el segundo va hasta el 
infinito, y como cada línea tiene retirado su primer término un 
Itigrar mas acia la derecha que la línea que le precede: halla- 
remoB que por el ndmero de términos del multiplicando en el se- 
rrando miembro hai m+1 líneas. Comparando en esta identi- 
dad loa coeficientes de las mismas potencias de x, nos resultarán 
una infinidad de ecuaciones. Las m primeras ecuaciones tienen 
cada una un término mas que la que le precede: y son [supri- 
miendo á snp, mq,..,en los dos miembros]. 

siendo k un número entero •^m y v el coeficiente de x 
eiifx^ Concluidas estas m ecuaciones, no hai en el primer 
miembro ningún término que poder comparar con los del so- 
gútkáOy y ziÁ hallaremos que 

siendo / un entero ^ó szm. Tendremos que 5<,=i a®-f-6<' -(***• ^='"* 
554. Ved aquí el uso que podemos hacer de estas ecuacio- 
nes descubiertas por Newton. 

La primera nos da 5,= — p, cuyo valor introducido en la 
segunda nos dá & conocer á 5,; y en seguida tendremos á S3.,.. 

^j=— J>» •S, = — pS.—a^, «3=— pS,— 5^^S,— 3r,.... 
y así de unas en otras. En jeneral, el valor S, nos conduce á 
íBata regla. Bajo los m términos que en la serie de las 5, prc^ 
ceden al do S^ que es que queremos calcular escríbanse los coc- 



fieientea de /i en urden inverso, y con GÍgnoi contrt-ños; mulU- ' 
¡liíqiieao caila térniiiio por el que eslá dcbnjo, i 
giiída, j tendremos el termino siguiente S 



Vm, í-m-1 "M, ■'í-a.-'í-l 

— "■ — ' -»■. — í'— /-■ 

Sea pnr ejemplo la ecuación »' — 3i'-J-2r-^1 ^0, en la 
cunl eon p^ — 3, 9^3 y r=; — 1; tos factares serán 1, — I 
y 3. y asi desde lupgn baila remo» que S„ = 3, S,=3, S,=3t 
la serio de las S se continua según sigue, formando cnda tér- 
mino del )>roducto de tos tres que le preceden , niultipUcidos 
respectivamente por 1,-9 y 3, 

3,3,6, ia,SS,68,158,307, 8S3, 1983,4610, 10717,24914,57918.,.. 
Cou respecto 4 tf—Sj'+liií ^4, losfactocea son4— 1t;3 
y así hallaremos 

3. 3, — I5,^S9, — 15, 723, 2073, — 2517, — 89535 

Finalmente, en la ecuación x'—2r^:5, los multiplicadores 
san 5, S y O, ; asi halUremos 

3, O, 4, 16, 8, 50, 91, 140,438 

Aplicando este leore nía á i*" — l=iO, bailaremos lo mismo 
que ea el núm. 540,3.° 

Es por consiguiente íacil obtener la suma de todas las po- 
tencias enteraa de ka raices de una ecuación ein conocer eslai 
raices. Si se tratase de las potencias negativas, cambiaríamos ü 

«cu - y en seguida aplicariainos las lurmulaa halladas, á la 

trasfurmada en y; y de este modo liallaríamna las sumae pedi- 
das. En la ecuación i' — 3r'-f>2j:^t liatlarcmos los factores 
1,-3 y 2 de la trasformada; y de aquí bi suma de las poten- 
cias poíitivas, que eon las mismas negalivaa pedidas, 

3. S, — 9, — 7, — 6, 7. 25, 33, — 23, — 88.... 

655. Traletaoi ahora de tMpretar cualijuiera/aneioR timitrUa, 

r-i'^l,^i'>'..lpi,r mciiíoJí las.S,, S„ -S,,.,. íJGnilonel numero 
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de raices a, 5, e.*.. comprendidaff en cadatérmiiio. £ita función 
se obtiene tomando las m letras o, 6, c... de todos los modos 
posibles de n en n, y dando á la primera letra el esponente a, 
fi á la segunda....; el número de términos será [mP»]. Sin em- 
bargo si sucediese que dos esponen tes fuesen iguales, a = f^, 
como las iniciales a5, y ba no producirian ninguna modificación 
al término resultante a*, el número de los términos no seria sino 

4 

la mitad del precedente; seria la sesta parte en caso de haber 
tres esponentes iguales &c« {Véase núm. 493]« 

Para obtener el valor de ¡a**' 6'^ j cuyos términos no con- 
tienen sino dos de las m raices, efectuemos las permutaciones, 
como lo lucimos núm. 492, multiplicando 

S^ =a* +6* +c'»' +.•.. por S^ =a ^ +b^ +c^ +.... 

8i los factores parciales contienen la misma raiz, el produc- 
to parcial tendrá la forma a*^ ■ * ; y si no, este producto es 
a'^b^. Y así el resultado será S^,^+ ("0*6^ J : luego 

De el mismo modo respecto á la función j a "'. 6 " c ^ I , multi- 
plicar emos !<»'' ^ I P^^J^ » y í* ecuación (C) se convierte en 
5 X-S^XS — S _i /jX-S Formemos el producto de 

1 . ® Si los factores parciales no tienen raiz común, el pro- 
ducto parcial es tal como a^ ¿^c^ ; estos resultados reunidos 
forman la función ] a* 6 '^ c^ | cuyo valor buscamos. 

2,® Si los factores parciales comprenden una raíz común, 

en este caso el término será tal como a* "í" '^¿'^ » 6 o 6* , 
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ccgun MI esltt miz ol primer fiiclor ú el eegundo. De K 
sultanía» funciones[^a'* +''6'^] , [a*'''^+''] cuyos vbIo^ j 

res noe loa iln á cenocot la ocuocion (C) 

por coiuiguiente tendremoa la formula (D) 
[,«i,B.'-]=Í^XSpXS,-.s, + ^X.',-.V + ,W|, 

Eb Kcit conocer el espíritu de este jínero do cSlculo, y potlremo* 
npUcarlo á las Tuncioncs Bimétricns formiihá ile ciintro fketitre» 
y de ii<]iií para arriba. Ya anbemos vnluar cstiis Aincionea por 
medio (le eoIus loe coePicientos de la piopuesVa, mipocsto que 
BCgun lo que antcrioruientc Iictnos eGpiiedto cunoccnioa & lu S< 
Obsérvese <¡uo si la función simctrica propoestn fuese frac- 
rionsTia, TCiluciéniIola al mismo dcnomlnailor, formaría una fun- 
ción en que cada término seria una función invaciiblc» Asi ea qae 

Apliquemos ahora estos preceptos jeneralea. 

lieíolucion numirica de lat fcuaaonei. 

.156. Cuanto mayor sea a respecto á las oiriu ruicCs b f..-. 

tanto mas se aproximará S^ & ser igual á su pÑmor termino a 

^ ^k—l ^ " ~~ > ademas conocemos con anticipación ¿cslu 

S. Luego, dividiendo íialI[irem03a=S¿: S. ., Y asi después 

tle hober formado la serie de los nfimeros S„, S, S,...,ienitemM 
que ol cociente da cada tórmiao por el ijue le precede se «pro- 
simara mas y nías á la raíz sH]>€rior n, á medida que el ín- 
dice de S sea mas elevado, Hel mismo modo podríamos obte- 
ner Is menor raii ¡núu». 506), 

Las raices imojinarias pueden 'modificar esta propwicioni . 
porque sea «an + JJ^— 1; bagamos ácis=;|co<^yp = A 
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sen 9, que siempro nos es permitido; que de aquí resalta 
que 

a 
de cuytB ecuaciones podremos en todos casos sacar los valores 

de ü 7 <P« Según esto tendremos que x = ;v(cos<p +8en (ü V^ 11* 

y de aquí (nota del ntím 542) 

(aifc/aV— 1)*^= A*(cosA: <f +6enA:((.\/'— 1). 
Las dos raices imajinarios que hemos supuesto, introdu' 

k 
cen, seguí! vemos, en S^ el término 2 A eos A: ^ . Por consiguiente 

ee pfecifo que A o V (a-^+fJ*) sea menor que la mayor ¡raíz a 
para que pueda verificarse el teorema precedente. 

Respecto al primer ejemplo del núm. 554, tenemps que 
^,=:5T918 y iS,»:;=249l4; el cociente igi| =2,32471 77 es U9 
vabr ' aproJÓmado de x. 

557. Detertmnemoe la eouAOion del cuadrado de las difereiioiw, 



en lá cu&l las mcoj^tas son P, Q....17. Teridrenios que 

el número de estáis ecuaciones es m; ¿, A\ •^".... son los coe- 
ficientes del biaomio dé la petencia /. Sumemos, y ql segun- 
do miembro será 

caaribiemoa weesivamente á r en a^ &, c.,..y tendremos 
sumando todas estas ecatcíones veremos que el primer miciubro 



la íuma de lat potencial I Je iai diftrenñai de toda* lat : 
, rtitadiis lie Jm en dat. El BCgunilo miembro cb 






) podemos EGCDr nada de cata farmulif 
porque IiB dilbrcDciBB bou iguales de dos en das y estftD BÍéctfS 
doB de aignoB contrario* y por cen^igmentc ee destruyen eatIC 
EÍ Eiis potenciuB /. El seguntlo miembro e^tá formado de tcnaif 
nos tules, que loa que están á igual dístnncia de los efltrenuw 
tienen el miamo coeficiente, y los mismoa índices pura £, 
EÍgnos cantrarioej luego [ainbieii ceIob téiminoa so destruyo* 



y <" 



m' i 



,í 



r 



s par (n — &}',(b — a)':- son ígnaJes de 3m M 
düB, y así cada término del primer miembro es doble; ademu 
las ¡mrtea del secundo miembro aon también ignales de dos en 
dos, pero tienen el mismo sigon; luego tnmbien se duplican 
excepto el término medio que no tiene ningnn olro ijusl- To" 
mando la mitad de lo» dos miembros, se convierte cada uno da 
IcB términos en sencillo, yes preciso reducir el térinluo medio 
á lamiiud. Asi es que haciendo por una parte A í^9i el pri- 
mer miembro «e convierte en k suma do Ins potencias 9i de 
las diferencias de lae raices, ú eu ka de las potencias i de los cua- 
drados de estas diferencias cuya suma k representa remos poryl, 
Por otra parte representando ai, A\ ^"....loa coeficientes Je! 
binomio cuando el esponcntc ea 3i nos resultará 



/i= 



2i' 



-QiS,. S., 



±i 



2.3.4....a¡ 



'X [Sif. 



-A-'S^ S, 



3 ''(ei^)- 



Los coeñeientee 3¡, A\ A'\... tienen por valores los Dúme- 
ros de la linca Si del triángulo aritmético de Pascal en el niím. 477. 
debiendo detenemos en el término medio del eual tomareniM 
ta mitad. Eslos factores son cuauJu 



= 2....l, 4, 3 




, 1 36 

, 7(li, 4fl3. iíc. j 
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P,e donde sacamos que 
/, =mS,— C«.? /,= mS,— 45. S34.3( 5,)' 

/,=mS,— 65, S,+ 155, 5,— lO; S,)« 
/^=«5,— 85, 5,....+35(5J» /, = in5,,~105, 5,...— 126;5,)« 

/^=r:m5„— 125, 5„...+462 (5J? 
sentado esto, sise han calculado la serie 5^, 5, 5,.. ..podremos 
sacar de esta ecuación los valores de (a— 6;*+ (a — c)«...., ha- 
ciendo áta=1; y esta será la sumo/, de las potencias 1 délas 
raices de ^2=30; t=: 2 nos dará asimismo á(a— -&)«-f-(a— c)^... 
ó áy^ &c. En jencrai la ecuación (JV) dará la suma/, de 

las potencias i de las raices de la ecuación del cuadrado de las di- 
ferencias. Pero según las ecuaciones {A) del n¿Un. ¿53, aplica- 
das á esta ecuación, tendremos 

p=— /., «=— i{F/,+/,í, «=— i(íí>/;+p/,+/,)... 

£1 cálculo de las y* deberá cstenderse. hasta el índice n=|f» 
(m^-r)) <|ue 08 el grado de Fzy y el de las 5 hasta un índico 
duplo* 

Respecsto ú. s*'{'qx^r=^0^ las 5^,5,. ...son 
3, O, — Zg, — 3r, 2q\ 5^r,— a^s+Sr»; 
^e aquí sacaremos que 

/, = — 69,/, = 189», 5,= — 669»— 81i»? 

£=67, Q^9g^ /2=27r»+49'. 
Estos son los coeficientes de la ecuación del cuadrado de 
las difereneias del tercer grado; las fórmulas pora el 4. ° y 5.° 
grado las hallaremos en la Retolucion numérica de Lagyange 
números 38, 39 y nota III. 

Ecuaciones del segundo grado, 

558. Teniendo la ecuación x'-|-/?r+9=:0 á a y 6 por rai- 
ces incugciitas, indaguemos el valor 2=a-f mhy en el cual m es un 
níímero arbitrario, como a-f-5=— p, estas dos ecuaciones nos da. 
rán á conocer á ayh, después de haber obtenido á;r. Pero este 
valor de a^mb no puede hallarse sin obtener también el de 
h^ma; como z debe tener estas dos raices, conocereirios su va- 
lor por madio de esta otra ecuación de segundo grado. 

18 



áloulo; mientras qae 
I, careciese dd 



Ea imposible SDGar pnrtidu de i 
permanezca arbitraria. Pero ei cet 



i'=(n— 6;' = o'+6'— ta6=S,— 2}; 
y como (nlinl. S54) S^^p' — Sij, belbreraos que 

z = a—b = ± \/{p'_4í), y + 6= —p 
de Ibb cuales 64caTcmot por último Ibb dos raicea a j b. 
Ecuacioncí del tercer grado. 



559. Siendo n, b y c loe raiceí de la ccuaeion i'-i-px+-g^O, 
teudremos que 'la cantidad i=:o-4-mi+n(CB8UBCBpliblede 6 vs- 
lores (ecuación 3 de mas abajo } siempre que iit y n sein cut- 
lesquiera: y coma no podemos hallar uno de eatos valores, ain 
()Uo al mismo tiempo el cSIculo dé loa otros S, aígueae que » debí 
Ecr rai£ de una ecuación de sseIo grado: ea por consiguiente iaiítü 
esperar que pueda hallarse el valor r antea que el de a, ña emba^ 
go B¡ adniJtimoe que m y n puedan recibir valorea de tal naturalen 
que lingttn que esta ecuación en i sea i* + Ji'+B^O, resolulda 
por el método de las de segundo grado (núm. bib) sacarumos i 
ella con brevedad el valor de i y en aeguida el de x. Con efecto bi 
cieailo á t'^u, tcndrcmoe que 

u=—iA + \/[\A'—B) = t'....0) 
Representando por t' y t" loa doa raices cúbicas de u 
por 1, a, a.', los de la unidad (niim. 539); los seis valores d» 
z deben resultar do todoi los cambios de tugar que efectuemos ca- 
ire a, 6, ye, en el trinomio a+ni6 + nc! aegun esto sentimos qu« 
^' = a+mL+nc ¡ :''=:« + ni+mc....(!) 
a.z=b-i.mc + nii\ n.'i" = 6-f ic + Mo 
a'=' = c+ma + n& [ az":=[ + na + rH6 

Cada letra pasa en oslas espresiones de un lugar al iftíí. 
ettá i au iíquierda, y del primer término al líliim 
Solo not resta ahora determinar las arbitrarias m y n, do n 
do que se realizen estoa aeia ccuacionca. HulltfdiquciDOtt as' i 
n''> y coD motivo de ser (i'=:l> reeuUarí que 




J 
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lift identidad de esta ecuación exije que los coeficientes respecti- 
Tosde a, 6 y r, sean iguales, ó a^=tn, ma*=n yna'=l;lucgo 
m^it*yn:^a. Sustituyendo estos valores en las seis ecuacio- 
nes (9), hallaremos que dichas ecuacione» son una consecuencia de 

y así, si tomamos á m^a'y á n^a, el trinomio propues- 
to tiene seis valores, que no forman sino dos ¿ubos diferentes 
*•• y «"•; porque multiplicando las ecuaciones (3) por a y a'f 
reproduciremos las seis ecuaciones (2) cuyos primeros miembros, 
DO tienen vifiblemente por cubos Bino á z'* y s"'. 

£8 por consiguiente cierto, que los seis valores de x son 
raices de .una ecuación de la forma z*'\'^z*'\»B:=.0; 6 

RóetanoB ahora determinar i A y By conviene á saber 

porque una vez conocidas .^ y B en funciones de los coefi- 
cientes py?) 1a ecuación (1) nos dará los valores de c*, cuyos 
raices cubicas c' y z'* serán conocidas. Las ecuaciones (3) nos 
darán en seguida á a,.& y c, según lo vamos ahora á enseñar. 
Desarrollemos el cubo de ;t'=a«|-ac4-a*6, sustituyendo 
1 á a* cada vez qne se halle en el desarrollo y tendremos que 

obtendríamos i z"^ con solo cambiar en esta espresion á 6 en c: 
y sumando estos dos resultados, hallaremos 

— j3=i«5,— 127+3(n +a*)[a»6]=5S,— 12^, 

con motivo de ser a6c=— 9, 5,^0, a + a' = — 1, y de la 
formula (Cnúm. 555) que nos da [a^b}^S^S^^-S^: y como 
JS^ss— 3^ tendremos que Az^21q, 

Fot otra parte, «V =S,-t- ( a + a')[a6l=i —3/? 
con motivo de ser S,= — 2/?, [a6]=rp y (a + a') = — l 
el cubo es B= — 27p*. 

y así iií=:— 27 U7±V) ü^/'+A/>>) = *'. 



1.10 ALjebra Bui-CBíon. 

Como CB eela eEpresiou los roctorcH de 97 b 

fi'y file Ja ecuación l'+5¡=(Jp)', teodrenifiB que i'.^STfci 
Eliuinandú i a, b y c, eutre las ccuacioncB (3} y a-f-j^ 
=0, que proviene, de ijue la ecuaciun propuesta no tie^h 



indo 



I, tendremos 

Dúm. 546. 

Ecuacioneii del ci 



, 3c=, 



á liallar los vola- 




5S0. Para resolver la ecuación i'+pj' + ua+t-^O, no tía- 
taremos [lo formar loa valorea de z:=;n-|-/(i^inr-f'nil cuj6' 
número es 34; eino los de z=:n+b-i-m[c+í¡) tiuc no tiene 
sois valores; y liacicndo á m^ — 1, sentaremos = =:a + 6 — c — d^ 
COJOS £eis valores Don Iguales de dos en dos f de signos contra- 
rios. Conoceremos, por coiiaiguii:iitc,U raíz s por medio de tuü^ 
ecuación de bobIo grado, tal como la í'+^:'+Bs'4-C=0 
en cuya ecuación no se lidhn sino potencias pares, de modo que c*. 
tos seis valores no tienen sino tres cuadrados diferelilcis. Hsgatmw 
ü i'^l, y recaeremos en una ecuaciun do tercer grado, que 
nos dará á conocer á (, y eu seguida conoceremos á i, y pot 
liltimo á X. 

Desarrollando el cuadrado leudrcmos 
(„+6_í: — <J¡»=)o+a-(-e+'0'— ICac+oJ+fcí+M) 
La primera parlo es nula, porque fitlta en la ecuación pro- 
puesta el BCguudo término; aüadiciido y quitando 4 [ab-\-al) , ten- 
dremos que 

(a+6— £— íÍ;'= — iíah]+i[ab+ed) 

Cambiando i 6 en e, y cu seguida en d, como [ab];=p seri 
la+c—b—di'= — 4p + 4(ac+W) 
(.a+d~c—by=—4p+i('id.\~bc) 
Cbloii son W valores de los tres cuadrados i'. Es ovíllente fü 
«eran mas scutillus los cálculos , si tomamos por inc<>{;ni(a i 
ii^li'-J-p, porque eu ostc cbéu los valores du ii scráu 
ob+cd, ac + bd, ad-i-'-"-- 
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íbrmcknos la ecuación que tenga estas tres cantidades por raices^ 
como tenemos que 

.5,=:0, 5,=— 2p, S^= — 3g S,=2p»— .4r, 

y según la formula D del múm. 535, y dividiendo, siempre que 
90 piieday.por 2 ó 6 hallaremos que 

1.^ La suma de los binomios es [ab']=zp: 

2. ® La suma de sus productos tomados de 2 éñ 2 es 

'ta«6c] = S4— JSa» = — 4r. 

3. ® El producto de los tres binomios es a6cí/XS, +[a'6»c^]j 
ó mas bienrS,+4S,»— lS,.S,+S5f« = — 4pr+9»; 

y seg^un esto tendremos que w-^^pu* — 4rM+4pr— ^'ssO, 

6 sino 2*+Spz*+i6z^{p^—4r)—64q*=zO 

sustituyendo á l^^-Hp en lugar do u. Una vez conocidos los 
tres valores de «', y los de 6u¿! raices di(r,«' y 2"), será preciso 
sacar los valores de a, 6, c y J, de las ecuaciones 

0+6— c — J=:3f, a+(/ — 5 — c=,z*' 
si sumamos de 2 sn 2 estas ecuaciones nos darán 

cuya suma a^j(s-|.s'-{-s"); y en seguida tendremos á 6,c, y J. 
Pero tomando á r,s', y s" con el doble signo +> tendremos 8 rai- 
ces en lugar de 4; y con efecto como la ecuación eu z depende» de 
9' y no do 7, queda, según nuestro cálculo arbitrario el signó 
de q. £1 producto do las tres últimas ecuaciones es 

it«»2r»» =:a3+aí;6+c+í0 + [a6c] = —q 

con motivo de ser— -a^¿-}'^'f'^' ^^^ consiguiente el produc- 
to sz*x** tiene un signo contrario al de 9, de lo cual se orijinaii 
estos do8 sistemas, como en el núm. 551. 

9 positiva, x=z\[z±z'z^2'% y '/— s±«'±«") 
9 negativa, aj=\;»rfct'±3"), y i(— *:f s'i.^'^) 



&S]. 



I resuelve la 



Eli 
ScaZ = n, Úíi"'4-P'"'"^ +&c.+u = y 
T—0. í.t«"+pr ""'+... . + «' = 
Ú03 ecuaciones en i é y. Si «uponemos Tcauelta In segunda ecuit- 
cion con ceapeclo á x, es decir i[ue aen x z=a,6,f,... podceraos sus- 
tituir CEtos valoreE, que esiün espreeados cu funciones de y, en I» 
ecuación Z^O;y nos rcGultsrán oirás Untas ei 

B^O, C^O espreaadaa solamente c 

piimertt. y sUEtituimoa los valorea de 

saquemos de eUa, en x =:a, nos darún loa valoree correspondientes 

üe x=p,|3',3". .....; y da aquí sacaremos los valores piica- 

dos (*,3), (a'.P')..-. que liacen á un miamo tíumpo que Z y 
Tsean nulas, esto mismo diremos respecto í B^O y x=6, i 
C=Oy 1=!:,... 

Haciendo el producto JlüB^CiC. ^0, tendremos qu« 

esta ecuaciou tendrá por raices & lodoa los valores de y ha- 
llados por este meilia; y por consiguiente esta aeií la eeuarionfinal 
en V, desembarazada de toút raiz ajena del problema. Tratemos 
ahora de formar el producto ABC... 

Sabemos que este producto no debe variar cuando cambie- 
mos en Él í aen bcnr.... y en virtud de calo cnucluimos que Ion 
coeficientea son funciones simttrictts de estas letras, que también su- 
ponemos ser raices déla ecuación 7:=0 resuelta con relación á z. 
Sabremos, por consÍTuionte, espresar estos coeficicntes cnS,,S^ £,.. 
EDcadas de 7*^0, es decir en runcíohcs de los coeficientes do 
T, cuyos coeficientes están eapresodos en y. Hecliu oslo, ten- 
dremos que el producto ABC... quedara primeramente desem. 
barazado de x, y en seguida de a,b,c,.... y per coasi¡ruiente no 
contendrá sino & la iiie6gnita i/. 

Luego introdúzcase en la ecuación Z^O sucesivamente 
en lugar de x, las letras a,h,e.... cuyo número es n igual al 
grado de a en 7^ multipliqúense los polinomios resultantes, y 
las cceficientes del producto serán funciones e 

saqúense en seguida do T^O los valores de &',, 5, cspr& 

sados en y y represéntense catas funciones 
íes de 5,,5,„.. y sBÍ halUrcmoB la ecuación final pedida. 
Sean i'j— 3«+l=0 y i'Is — i]^j_i=0; 
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sa^aremoB de ellas que (a*y — 3a+\)[b^y — St+l^^ 
y en segaida a'6*y*+yS, — 3 aby S^j+9o6 — 3Sj + 1 =0. 
Pero de la segunda ecuación propuesta sacamos que 

finalmente hallaremos la misma ecuación final que en el núm. 522* 
Sumemos los esponentes que en cada término de Z afec- 
tan á « é y representemos por m la mayor de estas sumas; 
la cantidad m es la que se llama grado de la ecuación Z=0> 
la incógnita y no debe hallarse elevada sino al primer grado 

& lo mas, en el coefíiciente p de i: ; al segundo en el coefi- 
ciente qie X &,c. Sea n el grado de 7=:0; prevemos ahora 
que e¿ grado de la ecuación final no pueda ser mayor que el 
ftodudo mude loe grados de las ecuaciones propuestas* 

Sabemos que el valor de S^ no contiene otro coeficiente que 
áp'; el de S^ contiene á 9', &.c.... por consiguiante «Sj, S,, «S,.... 
contienen el grado de y, espresados por sus índices respectivos. 

Por otra parte, un término del producto •^BC....tal como y X 

(a ** 6^ c^ ).. tiene sn grado t+ a + 6 + y ... "^zmn á lo mas, por- 
que cada término de wf es á lo mas del grado tn, y hai entre to- 
doB n íkctores itf , B, C....De las formulas del núm. 555, que es- 
presan funciones invariables, se sigue también que (a^ 6^ c^ ....) 
contendrá á y elevada al grado a 4*3 + 9^ '—Luego, el término 
mismo será á lo mas del grado mn que era lo que nos ha^ 
biamos propuesto demostrar. 

yíate una memoria de M. Poisson 1 1 ^ Journal polylechnique* 

V. Fracciones cotítinuas. 



Jeneracion y propiedades, 

56f. Para aproximamos á la raiz de una ecuación y^^ O, 
sea y el entero inmediatamente menor á ella, y x* una nueva 

incógnita ^ 1 , de estos supuestos sacaremos que xssy-}- -> ; sus- 



}44 Aliara ^rrcnro?. 

lituycndo esto valar en/r^O; tendremos uno ecuación Ir^j^.^ 
foi^nada Fx'^0, 8e& V' el entero in medial ámente oieoor qn^ 

i', haremos como anlerionnente £ «' =i/' -i-li ; y en seguida « 

«" = !/"+-,„.... Bíondo Biompro jt" »'"..-. >-1; de csie modo ot" 

tendremoa Ins ccukcíodcs (Jt) y por medio de las siistiluciono^^ 
el valor de x hnjo la forma [B) que ee llama /raícwn eoníínwij 



<■=»■+ zs M) 



+í 



+ic. 



LoB enteros y, y, t/", y" '....son Iní tirminni 


de l<i /ratrinn 


foatíntM, que para abreviar loa caer i l)i remos eo 


no Ú^M 


»=y.y'¡'".¡/'".!'"-- 






se iiacc poi e) 


^roceÉmiento aiguientc. Sea por ejemplo, 




,=.,,, =.,.4=,+!^, ^_^ 




Tomando en primer his^r fn |iorcion tírraind 


H+l lo rp.!.K 


eircroos & ^ dividieudo la unidad por ; nos dar 


jy»{!>mc6t» 


t EC convertirá en 




--U^, 




«B!inÍ8mo3+í=V:reng>iÍdii J:V — j'j.yasíaeri 


'=^+t4s 



queso rcdiiccS2+! : J5=z2+y; y finelmcnte a=;Vif- La mB(- 
cha q[|e sigue el cSIculo es paientomcnte la misma que la del 
Tuui]. 30. t)a los cjcn^los EÍguientcf, la |>titnera línea conlictMI 



I i 
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foB términos de la fracción continua, y la operación se ejccu- 
tm dol modo rigaiente. MultipUqueie eatia término por el nú* 
miro eicriio debajo y añádase el que eetá á la derecha de ety 
íé último; coloqúese en seguida la suma en el lugar que sigue á 
la «r • - 



«=2, I,. 3, 2, 41] »=:3, 2,1, 1, 3, 2, 4 
>1 1, 40, 31 , 9, 4, liten, 1S2, 71, 40, 31, §, 4, 1 

Por consiguiente, tenemos por una parCS que «^\¡/,y por 
otra «=ífr 

Cuando la fracción continua se estiende hasta el infinito, 
la podremos suspender en uno cualquiera de sus términos, des- 
preciando todos los siguientes; y de este modo hallaremos un 
valor aproximado de x» Si despreciamos en las ecuaciones (A) 
& x>^^ baciendó á s"^=y*") hemos hecho son esto á «"'«tona- 

siado peqneikb este valor nos dá á «''=:y**4._ ^ que es de- 

moiiaéo grMmde: a^ es á su ves demasiado pequeña^ ¿lc. En je- 
neraiy según limitemos una fracción eontínua en un térmwo de 
arden par 6 impar, asi también su valor será > d •< «. Suspen • 
diendo sucesivamente la fVaccion en el primer término y, en 

el segundo y', en el tercero y", los resultados serán alter- 

nativamente <!« y ^'> y esta se halla comprendida entre 
dos «olorsf cmuecuUvos, Representaremos estos valores, que so 
llaman flraceianee converf entes ó reducidas^ por 

a h e d m n p ^^~ 
Tomando á y, y' y" y"'... y*"^, y•"^ y* 



por (Humo término. Tendremos 

;L=s y. i — ^jti c _ yyy' +y"+y ^ 

a' l'6'"' y' 'c»"" yF+i 

▼emof qae esta última fracción es visiblemente L^ "^ *"^?. . 

c* 6y'-f.a' 

Para hallar & ^ reemplacemos en esta última fracción á y* por 



\ 



AtnnMi BDNnnft' 



ador c se convierte cu 



«I denominsilor li' ec convierto tnmhieii o 
sacnremos que - 



r" j 

— , y m nqiH 






Comparando estos vnlores de _ y — ., vemus qne flnw 

meradar de una amverjtnti n deduce de la) dot prtredtKleí 
mutíiplicadaí retpectitamcnle por I y por ti entero Icrininul, ; 
lomanda en leguida la lumit de lot proUuclor. ettit múma lei 
■tigve t¡ denominador. Vemos aiieniRB, que esta let es comuit 
á todas loa converjentee (C) por deducirse todas ellas de un 
cálculo semejante, consola la difcrcncii de lus acentos para cada 
COBO particular. Luego 

p=:»y' +«", y/i'=R'y' +«■ (O) 

y de aquí aacaremos que p «y +"• ,^\ 

7~,;' +„ 

Eb puea Euñciente formar las ilt» primeraB con ver) cu las, pata 
poder (ledudr de ellos consecutivamente todas los demás, par 
ejemplo 

x=2, 1, 3, 3,4, nos dá J, \, 'J, V. 'ij. 
cuyas fracciones son alternativamente ^y^x y itt valot 
cKttcto es Ü'- 

Estcprocedimiento no* ofrece otro medio de hallar este valor. 

503- Ctimidondo & y* entro las ccuacionee (D) nw reíol- 

pn'— p'n=: — [nm'— n'm) 

CB decir que la diferencia de lot produelot en crux de íot término* dt 

doi converjenleí eoníeraíicaí, m conitanlemente el miaño jirro con tipM 

conlrar'»' y como respecloá las dos primeras»; :s ^ y_^?-í— ^ 



f 
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nia diferencia ti 1, concluimos de aquí que 

pn'— p'n=±l, y ^— !^,= +«JL (F) 

■e toma el signo + siennpre que y* y ü son de orden par 

Jl^il; y —-cuando los ordenes son impares [*) Luego 

1. ® Como todo divisor de /> y p^ deberá, también dividir á I, 
¿(guesc que p y p' son primos entre sí; lo mismo sucede con p 
y n y cor p* y n\ Las converjentet ton irreductbles. 



2. ^ Si en la ecuación (£), remplazamos á'y* con el valor to* 
tel ^ de k fiaccion continua, tomado desde el término y* hasta eV 

fin, s^y^ y*"*" jy*"* ,.. es evidente que en lugar de tener 
una conveijente, tendremos el valor exacto de Xy es decir, 

lamaremos á (Oj nna fracción completa; 

3. <=> Réstenos á ? v -^ > de « para bailar les ervores s' y 

^ n* 

% de cada una de estas con verj entes, y ser i 

^'s5-^i y S =^i (H) 



(*] Xof diferencias enire las converjenies sucesivas son 

b^^a 1 c^^b J ¿_^ " — j. ^ 

V T""'a¥'"c' F"" bV" p' "¡?"~ — 1¡^* 

Al fttflia ife (D<ía# esta» ectuiciones se reduce d 

P.--A4.J í uj-, -4^J_ 

p* a'^a'b' b'c'^c'd' — p'n' ' 

JDe «iCi mojo se obtiene una espresion desarrollada del «a> 

lar exacto dex^ siempre que!L sea la última converjente y un 

malar aproximado de x, cuando la fracción continua va hasta el tn- 
Jmiio en el ^emplo de que tratañnoi hallaremos que 



i 



tIB Ar.iF.Bi EUPEnion- 

í?on conlrorioa los BÍgnos, porqiia x se lialla roYnprPnmaa Wi» 
ire Ina dos convorj entes. Esla segunda difi;rencia ca menor qiM 
ia primerit porque m' <.n' y s ^1, par coulener i la pnHe en- 

tora y positiva de y': y «sí x wU mas cerca de ~ que de __: 
lat convtrjtnla (C) «ion taia «e» mu* froxiauu de x, por df 
Jeeto y por eiceio aliernaliiiamenSe y ia aquí v 

4. ° Cuanila se limita la fracción continua para ««cat d« 
ella doE converjeotee conaecntivaí — y_-,los errorea (' y s 

tienen los valorea (fí); y como s^l, si hacemos £ *^l en 
la sentida, aumentaremoa la fracción y de aqni cacaremos qiíe 



r 



El I 



■ di cualquiera converjenle ^_ , ci menor gue la u 



liad dividida por el producto de tu ^edamimtdor a' mitltipíieaitt 

jior la íuma D' + m' de eile mitnio denominador y el de lafrac- 
rion precedente. En el ejemplo ya citado, tenemoe las fracciones 
coneec\itivafl V y ?■■ esta última no oí dufecluosa ni cu i|-, el 
denominador 111 es^9 [9-(-4]. 

También euccde que muchas veces se desprecia el término 
m', celo hace que h fracción (£) crezca mas aun, y s^un ca- 
lo tenemos que 8^_. De donde concluimos que (oda wmrer- 



Se.» -=,, „ 



á X lí méaot de I dividido por ti aiaJrado 

■: en ^ no liai uii error de Ji . 

, cualesquiera fraccionea crecientes; e» e\-iden 



jente le aproxima 
de fu denominador 

I A í. ' 

A'' *:■' f 

te que la diferencia que hai entre laa estremas es mayor qu» 
la de cualquiera da ellas con k intermedia. Supongamos adeinaa 
que h h' I y t' sean de tal naturaleza que se veriñqi 
clon siguiente lli'—fh=:l-, en virtud de ella hallaremos qti« 



I 



i.— * =_L ■>' 

r "V' /'A' ^ 



fch'— fA 



y también ^ — — - — 
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iCoitio los num3ratlore¿9 deeitas fracciones son enteros v po- 
mtivos BU valor será por lo menos 1; réemplacemolos con 1; 
y Doe resultará que l'h'<h'k' y también <fc'r; segiin esto 
iendremoe con suprimir los factores comunes, que k'^V y tam- 
bién >A': por consiguieme *' es el mayor dé los tres deno- 
minadores. Asi mismo trastornando las tres íVacciones, veremos 
que k^k y I, Y en vista de esto concluimos que la fracción 
intermedia es mas complicada que las dos cstreAs. 

Pero como sabemos que el valor de x se halla entre 

_ y — , : 'para que el valor de la fracción — estuviese raasproxi- 
t»* ^ k' 

mo de « que estas converjentee, seria indispensable que bu va- 
lor se hallase comprendido entre las dos anteriores, y que por 
consiguiente fuese mas compuesta. Luego ceuUí converjente te 
apfwrima á x nuu que cualquiera otra fracción concebida en Ur- 
nUnot ma» sencillo»* 

Formemos las dos fracciones con el auxilio de l&s-— y — ; y serán 

m n 

en cuyoB casos < representa á 1, 2, 3. ...hasta y* que es el en- 
tero contenido en la siguiente converjente; de aquí sacamos que 

Pero como £.— ^ :==!, sea cual fuere el valor del entero 

<:fliígueie que las fracciones {L) son irreducibles (l.^): dichas 
íiaccioneB se aproximan á x mas que cualquiera otra fracción 
ménoe conpuesta; y como sus diferencias consecutivas tienen el 
mismo signo, sigúese que estas fracciones -van creciendo desdo 
I* primera hasta la ditima, y son todos ellas ^x, cuando las es- 
tremss ocupan un lugar impar: en caso contrario, dichas fracciones 
descienden hacia »; finalmente el error S ^ *"** ^® ellas tal 



como i. 



/ 1 l h 

j; es<-i- , por hallarse x entre los dos fracciones-- y J^. 



inlcrcalnr entro las convetyíiüet- 

:s (|iio tollas ^ccn U misma pro- 

picil»d que ellas. ÍÍ*taB cmvcrjcnla 



pQi con ai guien Le podemt 
principaleí (C) jí — I fracci 



F inltrinaJiai se dividen < 
) sacadna de lus lugares impaies. ascienden 
liácia t y las altns descienden aproximándose al valor de t: 
tudas ollas ae lürsien agregando uno á olre loa LérminoB de laa 

converjentci %,y— ,;y vocea suoeaiías. 

En el ejemplo propuesto leñemos quea;=2, 1.3,2, 4 

Jas convoijeuccs prínuipaleE eon \, í''í-JriVíi 

Toaintido diora á ; j í, sacnrcmoa de aquí j. ;,','. esti es la mis- 
ma que la tercera uonverjente principal, y par« cansc^iirln se 
Lid ejecutado true agregaciones de laconverjcnle f por ser el 
tercer lémino. Panicndo ahoia de '¡ y Y< liallanioe f). U, ^, 
'¿¿■. iei niisnio moJo se facan las fracciones de loe liigorea paíes 
lutta HÚrie no tiene ¡iniitcj y tendremos que 

(f), '.MVpi'.'a.fit-iK >' 

ObservciEut que podremos principiar la «crio de las con- 
vcijentcs piincipaies [C] pot ^ y i, que cutnptcn con ias djie- 
mat) coudicionea que ellas. 

Ecvaciontw ietcnainadaí rfcl priiner graJo. 



;,G4 Para reducir á fracciou conLinua el valor de x en 
ecuación J]x^B,cíi precUo, según los principioa del nüni. ^ 

extraer el eutoro y contenido en »= =:y+_=y+- 
^ep^aF<lntnll<ll) por £ la resta de la división de B por -d. 
Tcudrerooa cu seguida que 



r=í'+i¡.'"===y"+ 
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teloncolitunia, los cocientes sucesivos del cíáculo del común divi- 
•OT entre A j B\ esU fracción es siempre finita. 

Por ejemplo en la ecuación 2C45« = 9755: tenemos que 



975£ 



2645 



1817(828 I 161 



' I 



2 



23 4«4 



De aqaí secamos las converjontes principales é intenne- 
^ias, haciendo oso de los cálculos (£J y [L) que es como siguc, 

(IS 4> I. (í), i. (V), ?S. 1¿r, 'íf ...<,= lü 

115 

4a fracdon y está ma^ aproximada á * que ácaalquiera otra 

isas simple, y esU aproximación llega hasU ser. menos de 4- 

Del mismo modo hallaremos para jB=mr— fi^ 2, 3 2 7« 

for eonmgniente sabemos resolver la siguiente cueeition. Dada 
IOTA /rocetofi, hallar otra mas simple, y que se acerque á la 
fraedei» propuesta mvs que lo que se acercaría cualquiera otra rae. 
B08' eoBpiieata. 

Pasenoa ahora á hacer dgunas aplicaciones de esta doc- 
trina. 

I. Heraoa hallado que ir =: 3,1 4 15926...; que es la razón dé 
la ctrciMi/éUMcta al diámUro; la fracción continua equivtlenle 
é Ja parte deeinnl nos dá 

ws=3, 7, 15, 1,292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14.«,.(reaffs ti compltmtn^ 
^ dé A^énra dt M léacroix p. 268 sesta edición): do aquí sa- 
camos las oonverjentes principales é intermedias entre las cua- 
les se hallan las razones de Arquímedes y Adriano Meció 

IT; Miaño iolar trópico^ ó el tiempo que el sol emplea en volver 
al mistte eqoinócio es de 365,2422181 dias {véoie miAitroHo- 
mis* jn*áciUa^ p. 88). Si solo damos 365 dias al ario civil, su- 
eederá q«e el equinócio será con corta diferencia un dia mas 
tarde cada cuatro aBos, de modo que para reducirlo á la mis- 
ma data, seria preciso dar al afio cada cuatro añcM 366 dias 



/ 




así es coma estibo mu- 



cuyo año EC Duina bitieito: i lu ni 
■lado en el Calendario Juliana iirrcglaiio por Julio Cesar, t 
r de 



i-l 



esia Buposi- 
al solar, ss lik 
I. r)uc de cuatto 

jstema, hnganioii 
c vn en viiiud dti 



euul se suponía al año de 36&1 dias. El 
cíon, polla cual ac anticipa aliara el Bño 
Gorrejido, en parle, en k1 Caloiidario Grcj 
biEÍcEloa aeeuljree suprime troe, es decw 
»iiio 97 dins en 400 aúos. PKta apreciar 

ella ec iloBariulla en 

1 = 0,4.7, 1.3, l,J.2.....J,o'j,Í3.i{l.I?r.i»'- 
Tomemos, por rjemplo, la fracción A, ea decir que mpOD' 
gainoa el año solar de 3(j5,'j dia^i para que el año cítÍ! con- 
cordase con Cita última duración, seria prccÍEO intercalar 
8 días en 33 arioa, y para c^to liaríamos el dúo de 366 dial 
cada cuatro añoE, hocírndo que el octavo bisiesto luetie al fía 
del quinto año; concluido Cate peiiodo volveria á cmpeior otw 
enteramente semejante do otros 33 añoa. Este era el BJstefflft 
do los antiguos Persa?. 

ObaervamoH que he fraecioiieB \ y flS, no ee hallan ni en- 
tre las convcrjcntes principsIcB, ni enire las intermediaB, y qai 
en virtud de esto liubierDfnos podido adoptar un modo de ín- 
Icrcalacion mas aproximado que el que ne sigue ea los ci- 
lendarioB Juliano y Gregoriano- Pero este inconveniente no tic- 
B ninguna imporlancia real {vitiie mi Uranfigmjia) 



III. El I 



! lur 



k 



r sinódico fs do ?9,S305eti7 días; el me« 
eolar de 30,4368515, si converljnioa la raion z de estos mi* 
meros en fracción contínu» eacaremos de etlo tes convcrjenlea 

l\). liS). iV, US!) <i,(¡i)> ÍSiJ.m >' 

Si, por ejemplo, miramos i ¡)j como valor dei, 
niiprno que suponer que 335 meses lunares transcurren c 
228 meses, 6 en 19 veces 12 meses solares; la diH 
trc ¡HE dos cantidades de mcf es (ranscurridos en el mismo tiem- 
po es 7; y según eeto en 19 aS o s ECrá preciso intercalsr 7 me- ' 
ees Junares mas. para que el sol y la luna vuelvan á iiallarta 
en las mÍEmas siluocioocs relativas. Sentado esto, supongamos j 
que se hayan formsdo le tablas en las cuales estén indicada* 
los taces de la luna, y aud datas, y eaUs tablas tomadas cu ' 
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t} memo orden en que se van sucediendo, tniínciar&n las rea. 
pariciones de loa mismos fenómenos en el espacio de loe 19 
afioft Esto es lo miemo que Methon enseñó á los Griegos, 
cf^o calendario era luni-solar, ¿ cuyo período llamaron eyclo 
§oiar^y número de oro al que espresaba, el ndmero de estos 
19 calendarios que correspondía al afio de que ee trataba, 

Eeuackmu imdeierminadae de primer grado. 

565. Según el número 118, sabemos que basta conocer una 
aoIucioD en ndmeros enteres x:=a¿ y=P de la ecuación 
i»-|-5jf=c, para deducir de ellos todos los demás: los valores 
dear é y ibmum equidiferencias cuya razón respecto ¿ los valores 

de« es&, 7 — -a «aloe dey, es decirque«:= a-)-^< é ¡f:^ /S— -af. 
La teofñfk de laa fracciones continuas nos proporciona un mé- 
tóitb niü '^DBpie de bailar los ndmeros a y 0. 

ReaotwDoa én conreijentes & fL> y sea Z. la antependltíma, 

ea deeir,k fne^pneedéá la propuesta: hemos visto (D, ndm. 662) 

atp*^-*?Íyag4*l, y de aquí sacaremos que ap^C'^hpc^s ^e . 

El signo es -)- 6 — según la fracción continua, tomada en su 
totalidadi está tomjfñM^UidfmniimeropeLr 6 impar de terminote 
Comparando esta.dltima ecuación con la ax4-^=<?> es evi- 
dente qoe si Io¿ legundos miembros tienen el mismo signo, esta 
ecuadoír qaeda satisfecha con hacer á x =s a ^p'e é y == ^ = — j>c 
y sie tuviese signos eontrarios, haremos x= a = — pV éy = ^ =p<?. 
For eonsiguiente, no hai cosa mas fácil que hallar una so- 
Ineíoii en números enteros de la ecuación eu-f*^=<^» paracon- 

•egQÍflo„ se retiieiee enconíyiua lafraecioa^i u forma la con^ 

b 

merfenU Jí, fue proviene de ella'miima cuando ee desprecia elúUimo 

ir 

Urwtíno: eeretian eetat dotjraccionee y tendremos ap'-^bp=: "H U 
eujfa eepremonse muUiplica por c, y se compara térwfino con 
ténrimümm eidela ecuación ax-|-by=3C. 

20 




Aí.mnií BCPEfttos. 
Sea por ejemplo le. ecuación 'OSI^IH»! 5^|l_l 1 
105* — i^= l'':el método del '2 2 ' 3 I 1 I 4 

común divisor nos áí ^J 9 I 4 1 1 I 1 1 

■,»,' = «. 5, 3.1, 4, I' — 2,2, 3, 1. 

Esta liltimn fracción se obtiene suptimieniJo el término 1 
y eiguiendo el procedimiento ijue eapuainioB en el ni1m. 30. Res- 
tandodeVÍ, Vhallofemoa 105X9— «)CSt= — l [como la frac- 
ción continua tiene cinco términos deberemos tomar el í'igtm 
— i por otra parte el producto de laa cifras de Ind unidades, 
prueba que U diferencia es nogntiva). Se multiplica esta ecua- 
cion por — 17 y comparándola en aeguida con la pro puesta ba- 
lUremoB que *:= — 9yi\l é y^asx''' y de aquí wicarcioos 

x= — 1S3+43Í éy:=— 314-|-105f. 

AsímútrnOi respecto á [a ecuación 4!4c-|- IlSy^sSO, t«a- 
dremoB qae ^{^3, f, 9, 5, 7; si eupriraimoB el 7, nos resultará 
!Si y Testando estas dos fracciones bailaremos que 424XI(f 
— 1ISX&9= — l,mukiplicBndoeá[a ecuación por — 639 y com- 
parándola con la propuesta, noii dBi& x^ — 1SX539; é 
¡í = ñSlX539; luego a= — íG34-f-ll5í 6 y=;3!COI — 494Í. Ea- 
tOB dos Últimos ecuaciones se simpliücan obsorvando, quo 424 
cata contenido 75 vece» en 31801; cambiaremos ¿ten 1-^-75, 
y hallaremos <]Ue 

«=l+115í é y=l — 424Í. 

La ecuación 19i+7!/=;ll7 nos dS y=i2,I,9,S; |=:í. 
I,2i restando en aeguida bailaren; o 3 18X3— Bx7 = |;y mulüpU- 
c4indo por 117, tendremos i=x3SI— 7i é y=^Q36-t-lBt,v 
xz=l — 7Í 6y=14 + 10¡. 

Pudrcmoa cjercit^tnos sobre esta doctrina en los ejiHnplua 
propuestos desdo el núm. 119 en adelante. 

Los problemas de Cronolojia que tienen por objeto hallar 
el año X cuyo ciclo sotar es t, y el tátmcro de oro n, oc re- 
ducen á hallar el entero x que dividido por iti y 1 9, dé por 
reelas á c — 9 y á n— 1. El procedimiento del mímcra ISI Doa 
di por valor del aüo 

I=:5e(c—n)+c4- 75 + 533. í. 

Que nos dice que cada 532 años aparecen los números c y i> 




pe riMica mente idínlicos: á esln duración ao Iw ii el Dombrc 
de período dionípiaco {véase Is Uranogrnfia) 

Si «demás (jucrenioH que el «ño x tenga ft i por fnrffí- 
rion, ea decir, qne x dividido por 16 de la resta i — 3, tendre- 
mos e< periodo juliano de ISEO aüos, iaventado por Escalijcro, 
y liallarcmoB que 

i: = 4B45í4.dJ00li — l064i+3a67+79B0í. 

Eculiciiniéi determinada! de legunJo grado. 

S66. Resolvamoa en fiaecioncs contimiits Idí raicea de la 

Aj* — Sa.K=k, 
^ n v k Bon conlidadea enteras, y ^ ea poiiliva, se íiii)]onc 
ijiie la raiz ca irracional y posilivo; porque ai z es ncguliva, 
serfi EiificiL-ntc que cambicmoa á a. en— a psra dat á eata 
raiz el EÍgno+- Cuando el coeficiente del segunde término no 
es un número par, dcbercmoa multiplicar toda la ecuación por 
3. V tendremoa 

r— r*:V'+^ (1) haciendo í i=n.'+.íft....(2) 

A 
liemos Bupueatu que t ca positiva pero no un cuadro exatto 
Tomcmoe en primer lugar i \/l con el HÍgno + , y represen- 
temos por y el mayor entero contenido en x, en virtud de es- 

« A \/¡+n. — ^y 

Hagamofl i íí=-^!' — «■ (3); 

MultipliquemoB numerador y denominador del valor de x' por 

Vt + (1, y tendremos x'ssríl^+li , Pero de laa ecuacionea 
í— p' 

(9) y (5) se deduce que í— (]'= J(Jí— Jj'+^ay), de modo 
<jue A u ftctor común: haciendo á 

k—A¡/'+3n.y=LB .(4) 

haliarcraoB que 

>— ¡^' — JHy ,'— V' +g (5) 



^ 





"wm 
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Como cslc valox de a' es ¿e la mibmft Carmi que cf im 
X c.itrnereraoa i3e ¿1 el entero y\ y procedo reinoE Gogun la mÍB- 
nm inairchtt que liemos seguiUo en el cálculo anterior, y por 

resultado bullaremot que a '=:-l_t?L , y del iniemo moifo 



»•"= "^'' , *'-i Finiltnenle tendcetaos que 
D 



OmilBmofl todos 1o« mciocinicia, con el objeto de nc 
BCiTBr Bino lo material del cilculo; es preciso que en 
fracción completa Ib) recmplaeejnoB á. V' por el 
tenido en esln raiz y quo en seguida efectuciu 

nc. "+" '" + g "< + 






3 dari 



laa (livieio- 

I loa cocien- 



tes e: 



's J. y'i Jí" ■ ■ ■ ■ y las restas r, >■', r" .... y asi serán, 
v, + -<. = Jl,j + r 

m+y = Cy" + r-&c. 
ecuaciones (í) nos dnn Jji = i + [I, Bj' = JJ -1- y. ic. 
lie Buslituyendo estos valores en 
IB resultará que 



r"i,c. 



1'!.i preciso ndemnB quo 
Las ecuaciones (i) nos dan 

y en virtud de las ccuocioiieB {dj tendí 



- M 



»»..B = l-(-ylr+»_.), 
del miemo modo sctá BC=: É'—>'+-'>B=Dff\^ — y)+jlB 

D = B+¡f-\r'—r-],Síe, 
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BI cuadro eiguiente nos presenta un algorümo para Ita 
operaciones 



|Dfwc2eiu2ot 


Zh'oMorML 


Cocten. 


i^itoi 


Z>i/ereiici(w| 


e 


i(; 


■ 


Rs:m^^a 




m+cL 


^ 


y 


r 


r— -ií 


II 2m—r 


J5=:Ar+y(r— /ly 


y' 


r» 


r'—r 


Ufm^r' 


C—A+y\r'—r) 


r 


r" 


f'^^t^ 


lísi— r** 


D=i2B+y"(*-"— *•') 


y"* 


^>n 


r*** m^f** 


2»i— W" 


J5 =C+y'"(r'"—r") 


S^iv 


r«v 


^lV_y.» 


&.C, 


&.C. 


d&e. 


&c. 


&C. 




1 


, 


1 1 



Y asi después de haber formado á/2:=m— -a» el cocico- 

te y y la resta r de la división — ZÜÍP» tomaremos las dife- 

A 

rencias r-^R y 2jii— r y calcularemos á B\ la fracción 



5m— r 



nos dará á y' y r'; y en.seifuida formaremos las diferen- 



cias r'^^r Sm — r' y hallaremos el Valor de C, y la fracción 



2m — r' 



no» dará á y" y r" 4|^ 



Si en lo sucesivo del cálculo lle^^cmos á hallar alguna de 
las fracciones completas precedentes, como osta nos daría el 

mismo cociente y resta hallados ya^ ly >en seguida la misma 
fracción- subsiguiente, &c. es evidente,' que la fracción continua 
es periódica. 

Sea, por ejemplo, la ecuación dx*—-30x-f- 41=: O; multipli- 
caremos esta ecuación por 2, para que sea par el coeficiente del 
segundó término; y hecho esto tendremos que •4=: 18, a = 39, 



18 
es 111=6, y de aquí sacaremos que 



. El mayor entero contenido en V^S. 



F 
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No debe eupriinifse el factor 3 ijue os común á loa doa 
lirminos do la fracción, TomemoB el radical cou el 6Ígno+. 
y tendrcmoB 

k~—ÍS2, fi = m— 0. = — 33 
«i+a ^4S, J:=I8, 13, ji =;2, r =i9, diferencia 4i 
2bi — r =3, B = 2, ;, ¡/' =l,r' =1 — 8 

Sm— r' =11, C=10. {¡* y" =l,r" =1 O 

2b» — r" =1I,D = 3 •j j("' = 5,r'"=1 O 

2in — r"' = ll,£;^IO iJ* cuya fracción hemos hall aán ya. 
Luego 1^2, 1 [1,5,], encerrando eníre piirénlttU, la parte 
que aparece perlódieamente hasta el infinito. 

Sea aun k ecuación 3i>— l4z-(-l7=0, de la cual saca- 
remos quei= -~=yi\,A = 2, a = 7, ftr= — 17, u» ^3, y ten- 
dremos qao 

t-= — 17 m—a. — R=: — \ 

m+a, = I0,J = 2, I5", y =S, r =0, difer. 4 
Zm — r =e, B=3, S(*)¡/' =2,r' = O 

2m — r' =e, C=2, J, y"=3, r" = O 

2m — r":=6, B^3 5 • fracción hallado ya 
por consiguiente i^5 [2,3]. 

AdemiE, las ecuacionea (J) noa Jan á conocer á(i,p,y.<> 
que son loa dividcndo9 disi^uído cada uno en m; Oc cate mo- 
do hallamos las íVaccionea rompidas sticeeiroa, que es alfriiuaa 
veces i'itil. 

Eatoa fracciones son c! primero de loa ejemplos propUMtos 

18 'a '10 

ÍÜ+^ = 5 + ,&C. 

9 
En cuanto á la rajz que corresponde ni si^no— del radi- 
cal, cuando ea negativa, se escribe a^— Y ^-i 3 se tn- 
[a esta fracción según ya se ha dichO) pero si esta raii es 
positiva, ten dremoa que i^ !l^l.^í_=ti-l — , en cuya cspre- 
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sion « representa el entero contcDÍdo en k tracción, 6 el pri- 
mer término de la fracción cautínua: y ác aqaí sacarctaos que 
^__ -fl _. g[(i— ^fl+Vt) ._ y/i+& ' ^ 

con observar que ^ es aun factor común en el numerador y 
denominador, lo que podeinoa ver del mismo mnilo que ante- 
riormente. En este casu también ^í tiene 'el BÍgno+,y «bÍ 
volreremoB á recaer en el mismo caso que hemos tratado ya,' 
Según esto, en el primer ejemplo propuesto ícr& 

-=3Íní^=14.J., «^t^ItL^; poro esta fracoion 
13 »' 82 

es la mayor düe de la ecuación 3fij:'>—l^'-^10=0, que QOS 
<1úa = ZI, m = 6 

* = — la m — a = fl=— 15, difer. 20 
m+a =87, ,/í=2a, íi, y =1. r=a — 'l 

tm — r =7, a =2 \. y- =;3,r'=l " 

Sm — r=ll, C = IO U», ¡/■■=l.r"=l « 

2j71— r" =11,0=3 V> y"'^=S,'*"'=l *> 

Sm — r"=jll,E ^10, \\; fracción hallada ya 
luego la segunda raiz ea x^ 1. l, 3 [1, 5]. 

Después de haber reducido loa doí raicee á fraccionas, po- 
drcuiaa íarmar las couverjcntes que ooa guh valoreu aproxima- 
dos á grados cotwicidoB. Todo lo que homoa dicho iiúm. ¡162 es 
aplicable ínmediatumcote aquí. 
5G7. Tómese una fracción completa cualquiera como la 

' — " '*»" y HupoHgamos que y* sea el entero aproíiniado; la 

P 

convcrjciiie correspondiente ^=: y, '/'... v' y — ' ^ '*^ "''" 
P' ™" "' 

canverjcntea precedentes; sabemoH (nlím. 563) 1'i^*=^;;^^p. 

SuBtituynmoB en 
lat que las CEprcEcn, y 



luBlituyamoB en lugar do i y a; las fraccionee comptc- 



/ 



/ 




ISO AtJEKBl SUPEIlIOti- 

BeduzcimoB al mismo denominftdQT, é igunlemoi tcpa rada menta 
«ntre ai loa Urminos irracionaleB, 

nn'=Jn — tin' — Pm\ -n'^An — n,n') = Pftin' — JlPm+n'l. 
eliminando & ir, nos resuliBrá, coa motivo de ser m'n — mu' = + 1 , 

fi •*(¿^)'~ = *(^)~*^=--^---^' 

Este cálculo bc reduce i eliminar á m y »' entre lu 
tres ecuBCÍonea de arriba, de modo quo ^a ecuación ( F) etpre- 

la fuf la /raccion _ er una de lat cnnveijenUí hacia x; el alg- 

HO es -^ 6 — Mpiii sea p«r 6 impiir el lugar que ocupa esta 
fracción. 

En virtud de eato, se noe pretentuí Arpií dos cohw que considerar: 
1.° el « ocupa un lugar impar, ea preciao preferir el ejgno 

>}-; pero en eate caao — ea del 6rden par ; "^t; Eustitujcndo 

cate valor en lugar de z en la eaprceinn Ax'—S(lx — jt, de- 
be ser positivo el resultado, eilo nos prueba que todoa los rfmo- 
miaoiiorei de lai /rotcionti complelat que ociipan tugare* im¡iartr 

a, ° cuando el lugar de i es par, debemos proftrir el sig- 
no—; pero ai a. eetá comprendida entre las doa raicee fle x, ealóa- 

cea este valor de x hace que At^^íix—Jc sea negativa, y 
eate resultado exije aun que P tenga el sigo-f-. Pero cuando 
eata cooverjcnte ca menor que las doa raices, el signo de P 
ea— . Por comiguíerUe, loi denominaitora de lat fraceiontt eom- 
fltlat jue ocupan «n lugar par tonpoiUimí 6 negaliwt, ttgun 
te hallan lat converjtnUt de loi lugares impar et corretpondien- 
lu, entre lat dot raicei menoreí gue ellat. 

£n viata de eato, eatoa denominador ca no son negativos, si- 
no en loa lugares paree, y cb preciso odemas, que las doa rai- 
cefc de a: estén bastante próximas una á otra, para que un- 
baa caigan entre las dos converjentea sucesivas correepondien- 
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i euo, los li:Tnnxio» inicíules de bu cios fraccioneg con- 
línuiB Bon lo8 miamos. Pero como Is oproxiiDRcioD vtestrechanilo 
moa y 01(19 uii« i otra Us isices de x, llegarcraoB proiito a liallar 
una convorjente del urden par que oiga cutre las raicee; deedc c£te 
estado, ya no pindoa Liattsrse denominadores iieg-ativos hn^t-v 
el iiifiíiilo. Como cai¡.t /racdun completa ci "^ i , fiíuiieae de aquí. 

Fai el dbuoniinador P C9 negativo, ti nujnerador lu dtbo 
Umliei]-, luego n ea negativa y >V'i de modo (¡u o estn 

tomadas entre las quo no tienen denominador negativo, lo 
cuhI tiene lugar deide la primara de todas, cuando lis doa 
ruicca de x no tienen su parte entera común. Laa ecuncio- 
Dea (a) noa da.i 0£-f-t*^'í luego D, £, y ¡;< nn ^l; 
y por lo miamo 

D. £,F....<I; ye, ? ....<^í 






coraplela tiene la formado 

—P 

\/t+5 </<-í-p y/t+f 



9 IVac clones 



Supongamos 



) puede; 



que tengamos 
E^'^sít — 'p.eegun lad 



■quí «acaremos que EF^t 
icionea (a) jic- i In piiniota r 

F v'í+tp 

y la segunda l:¡("'<t,- y Jo a'l"' aneamos qvie E^\¡1 y In 
Irucioa completa <,), lo cual e* imposible. Luego miéiilra^ 
tengamos denoniinadorca negativos, pueden niui bien las portes 
n, 0.... ser también ncgatirae; pero paaado de aquí, todas 
ellna tendrin el BÍgno + , y desde cale punto la eeuucion 
^y'^sit+í' uos di E<t+ <(■ ó E<2^¡: por c«ni-g"ieníe 
loi dtnaminadareí no puedtn lltgar ni duplo de \l t. 

Y «upueito que estos coiutantcs (,, Q, . . . .D, E, ■ ■ . ton 
todos positivas, cuteras, que su ndmero oa inGnlto, y qiio 

ademaa no pueden pasar de lori límites Beüalados, debelemos 

9 volver i hollar alguna iVaccioii completa do las olí- 
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tcnidnB ya, j por consiguiente Isa completas EubKcuente*, qo^ 
cuntengaa los mismos euteroF; loa tcrmliioB de la l>Bccion coi»- 
ti'mi» reaparecerán en el mJBino orden. Luego al rabo de cur- 
io número de tírminai miria/í», rtmltará peiSditn ¡a fmcdam 
tvnttnua, e«o es lo mismo que y& helooa obMrvftdo en loa éjeo^ 
píos eitailoB. 

ObaeTTÍniM que li el pcnoilo e^ [n, b, c. ...g,k) podr». 
moa dallo k forma a[fc, c, .. . . g,h,a\,a,h[e .. . g, h, a, 6], liA 
¡pinnilo por el lérmioo que i]iieriinios, con tal i¡iie de»ecbB- 
mos al ñn del período tos lérminue iniciales rcttsdná. El periott 
eatá ciertamente compucEto de loa uiicmoa término*, pero et< 
tos términos observan direrénlc disposición. 

Sigamos el detalle de eete cálculo en la ccascioii 
SOj' — 3iy«+43l^0, la que mnltipliearemOB por dos panqnt 
el coeficiente del segundo término sea un niimero par, Y ob- 
teiidreoioa los reinltados 



IIU — 5I> 10 

•_^+i=t+, ^"J:i=i+, tí«+l.=i+, i„ 
s 10 a 

LuegBS5=9, 1, 3[5, I ]. Para ta otra raiz aak 
T— ="S— V<5 _g j _ VJ5+03_, , V45— M_. 



IÍ±1Í = I+, ^LS+?=i 



+ . - 



1+. 



que es onft do 



las fraccionee halladas arriba, es decir, una de las rnccieng» 
completas de ta phmern rsi» y asi tendremos qu« 

« = 2, I. 1, l,4[l.SJ 

I-a ecuación lOOli'— 390la+22n=O, nosdá 
, = \/3T+3!^|_ \/3í_3n9 _ V+Í'_8+ 

380¿ _j.2 2 ~ 

luego 1 = 1, 9, U [I, I, 5j. La 
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^mioBg^iOOa q\k9 e] periodo principie Cfn el pKÍ(;ie| tfw^ 
«;»(«» ^t e> <0« qtt« vien^ a. sur to mismQ qtt^c;;;:ay6., c,<i, jp 
de donde sacaremos^ traaladando, q^e 



• +7+1). *'+i) 

de «—a, en la espresioo o — x,hallaremo8 por fin — x=:()^^.(;», 
5^^ f<tf— •=0[<f,c, 5,a],y así siempre que principie el peñado 
de iMa lie'lfli t^itf deédé el primer término^ la otra raié té ^- 
lia eompret^^idf enffr^ ^ 3¿— I y nif^ífnpd^ «e/«nf^(ie^ 9»H^?f; 
<^[f:|^o|| ueriioe en arden retrógrado. 

F reií^fWüyffl> « umi d« ioMn»^ «(a « et > l,y la 
otra eetá eomprendOa entre O y — 1, estae raicee tienen la forma de 

C<m efecto, sí «=y+l, ai^do «'> U eacarenu^de •qaá 

■■ •» - • ^' '. ■ • •** ■ í '■. . . 

«'s= L- Suponemos, ahora, que una de las raices de ar seha- 

at*— y 

Ha entre O y «—1, luego los dos valores de x\ se hallan en las 
núsoiee ce n dicíeBe s ^«e Isa da x, ea decir qué ano es >1, y el 
otro se halla entre O y <— 1. Esto mismo debemos decir de 

»",«"•.... en la espresion x':=y'+ — , dtc 

Beto si sQcadiesf qnetuviésemoa «s:y[at&«*««*jr«^] tncu- 



y» espresion Bolo el primer término y ci diminto del períoilrffl 

tenariamos que x'=[a,b g, h], y por consiguiente también f 

r':=0¡A, g-.."6i "Ji en virtud délo que ya bemos demostrado;^! 



y de aquí flíicariiiinoB que — = — /A+— \ ,■ y aefuo ] 

celo el ECguiidú valor de i seña 



(ir+tc.) 



Paia que cutit cantidad bc liallase entre O y — 1, eegaa Iff' 
lictnoa Eupucsto, acria preciso que fuese y^h, y la primcrs 

'üiz de X seria h, a, b g, de modo que A faruiarin parle 

ilel periodo, contra la hipúlesia, x^[k, a,b,....g'\. Vcmo» (¡uc i 
el período de x no puede principiar sino .en el segundo tcrniiao ~, 
de la fracción conlínua. Por k miema razón, no podomoa 
poner i'^y'[B,fc,.-'']' porque de aquí sEca ría moa quei:=zy.y'[o^..] 
haciendo principiar «t período en el tercer térroino: y uí en 
seguida. 

Por ejemplo, la ecuación lOa'— Mi =:5, noídá í:=:"1^?l5?, 
10 
yana raicea son K=[i,I,í,3] y — *=:0 [5,2, !, I]. 

__ T±^IM 



En )a ecuación fir* — 7*^3, Inillamoe quex= 



10 



yx=:[l,-¡,t, 1,9, 1,2] y — 1=0^?, 1,0, I, 2, 1,1], 

Cuando sucedo que el período principin desde el primer 
Urmiito, y es ademas ñmtlriea, es decir que permanece él aia- 
mo aun cuando se lea su 6rden inverso, lot lírminoi gvt di»- 
tan igualmente de lot ettremai ion igtm/ei, y las doá raices tie- 
nen el mismo período. En tal caso * y — _, son iguales, c* 
decir, que no varia 1« propuesta, cuando reemplazatnos en oU« í s 
cou — _; por coníiguionle la furmn de esta 



Así ( 



que ]o CCUB 
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jr=:[l, 1,9, 1,1] y —-x=0[l, 1,2,1, 1] que ion los valores dft 

7 

BopÓDgamos que sea la ecuación propuesta x' — 2eL*^k 
bsgames en las formulas nClm. 566 á j9 = 1 y nos resultará 
qot 9=:a±V^* Si ^^ entero m contenido en ^í se halla 
éer p rec i s a mente =a, uns de las raices ee ^1, y la «Ogun* 
da sé halla entre O y — 1; y asi estas raices tienen la forma de 
jr=±[fm, a, (....j^, h.] y ^x=0[A, g»—o, 2m]. Restemos & m de 
s^ y téndftmos que los dos valores de dbV^ serán 

yfissm[aybf .,..¿r, ky 2m] y — V <= — mlhygy ....&, a, 2»] 

Pero sabemos que estas dos espresiones deben ser iguales 
aunqoe de si^o oontrtrio, de lo cual concluimos que asz/i, 6=^.. 
déiaodo que k íbnna de la fracción continua es V i:sztnlay b. Jb^ a, SniJ 
luego: '. « 

I.^ £1 período' de Vi prhicipia en el segundo término. *■ 
.2. ® . £1 ñltimo término de este período és duplo del término 
ittteirf'ai qde no- forma plirte«<l«l período. : -. - . ^ . 

3.® Eceptuando ef último término 2ift, el período es simé-' 
tiipOy. pi detir que es el mismo cuando se lee en orden retró- 
grado. . -— ■» 

UáUmoe iqu^ \/6l=:7[l,4,3, 1,2,2, 1,3, 4, I, 14] 
.. r / Vl^=4(2, .1,3,1,2,58]. . , . . 

£1 térmíiio del me^io 2 de v6l se repHe, eoya circunsCaaa 
cis no tíene lugar en Vl^* ^o pnmene ido que el .numero 
de. términos 4el períodoL.e8 impar en un ^casp y par en el otro. 

La tabla* I que se halla á- continuación, noé dá -loe p^ríó^ 
doe de las raicee cuadradas de loa números éntpros <^ 79; mu- 
cbaa Teces no se ha indicio en ella siuo^lá mijtad del pfiríodo, 
■urcando con el signo " el térmiqo nedio que so repito, y con * 
cuando no debe escribirse sino una sola Tez. Algunas Tcces 
ae ha suprimido el entero inicial m .contenido en y i* 

Para hallar por aproximación el valor de 5lI^i- — susti- 

A 

tnirémo» i VI, una de < las conTcijentes sacada de 'sudes* 

onóllo efr ' íhu)Cionctf coát&maa ¿ lo intsBoo que nos ^ la 



tnblí I, ó como (O halle Jirecuoiünte: olMervir^ilii que k túr< . 
ma HÍmctrica de este período noa autorizn para ao cali;iil4r>| 
lino U mitad de hub términos (véate el Algoritmo psj. I57jj 



con» N/45=a[l,2,2,8, 1, llJ.bfJluren'í^que )/.ll:=:ií£55!,. 

93209 
Vflof í]^j;U) b^la 1^ decim^ dccim&li de bi^uí sac^remo; guo 

,— ??-ult/«=2, l6e6e....-t-<>, 87S6'í79>(?fi.... FÍBalmepta 
Ifi— 18 

*:;=2, &39:?J46629|, 7»=^!, 79395^87041. 
Mb9 adelante tendremos oeceiidBil de conocer la frKCÍQii 
compietB que tiene & uno piit ilenomúiador, en el dn^rrollo d^ 

VliB» (l«wrí55— ~-^i íHflPllíl ^^'' ^'l entero «nie^do 

«,1 el numerador MB>+ ir, eB<leokqiiettíaüI.=; (ni + ti) -{ — - 

•Jt-m (-«* 

ta fracción ta precia amento la míama que produce A tttfero a 

injcitl del período, y su cesiv ámenle todos los demna términoB: 
en lo cual vemos que en el desarrollo de VI no pu^de habet oira 
finccion completa que toiig^ por 4eaa()iiiiBdor » la utiid¡<) ^uti 



y de aquí Bocarotaoi que >'=: — 



U piimpra íf?. 



Ví+o_ 



;»^., yla yÍ±^=:5M+. (,00 pjwlu- 



I el líltiinp térmipo %m iéi pCTi'odq, i 



cada una ée m¡* 



I 



feapariciqucB. Como n debe eot ■< "/'i ■" ^"> es elmayor va- 
lor á <iiie puede llegor esta constante; y 2m ef también e' 
mayor téroitno de la fracción, el cual no puede resultar sino 
de un denominador P^l. 

En vista de lo espiie^to vfi ^cil Reducir una úe Ub rai- 
ces de la ecuación propuesta, de ta otra raíz que auponemoe 
conocida. Porque si »e noed^ 7=p, 9, .... v{4. k' ••■■ fi S» M- ^' 
garaoa á t=s\a,b,..../,g,K]i uLfi^fw de otUo, t^ndjt^mqit qus 
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«Mj::sO[A,Ír,/...., 6, o]; tfuJtituyeiido en lugtr dé « CUaloBqiiiéi^ 
de estos valores en xz=zpyq.,..u,Xy haUaremos íká éak raices 
de «• Pero como la se^nda fracción continua se bompene jde 
OH término 0¡ y de la parte negativa, la liftraioos Be estas tra- 
bes» haoién^ usó de las relaciones sigtriélites» que nos será ía<> 
^ i^i^car: 



0+1 (p *+i-r 

« 9 — i 

ir así la segunda raía *s=:p, g, .... y, O,— [^,¿:, ....6, o] se 
convierte en 

7+&C.) 

Í« dl^(tt— aotéparóccá lné¿6, haéié¿dó á ^=r^'4ll 

/+ *^- 
en liv e^OjacioB (/) 

«e« poY ejempk» «= T, Ó [3, 2, «Ji- 1, e, *, y iisíí, 2, <] 
á tibá (Ato' ' — =¿ t*, 2. 3]; y tendremos que íá s^undá rai» ser¿ 



' ) *-^Tsk. ) 



f 

luciendo en(/) i 7=3-f-_ nos retultári qu« 
«=sl+l. , =t,§,í,l [5,8,8] 



T+J. 



Bh ¿éHodb es aquí el miifno qué en lá pi^liüérfl riiii éi 
queremos ponerlo bajo la forma retrógrada (véase páj* 162) lo es- 
ie^biremob' »= I, 3, 1, 1, 3[2, 2, 3J. 

Tomenioa aun a i=l, lli, i, i, 3, 3, 2]=:!, 7, r, haciendo 



*.= [!, 1,1,3,3. 2], y por consiguiente— i = 0[a, 3, 3, I, 1, Ij. 
tendremos que 



•='+- 






llacieruJo á ii^3+ - 



'+x 



-'+i 



+4 



+; 



^ ÍLH. 

= 1, 4, 1, e[3, I, I, I, S,31 



De aquí se sigue que, liu /taceianti contínuoM que ton mr 
cet de una tnírma ecuación de legvndo grado, lienta siempre fat- 
madot luf periodoi de loi mirmoi tirminoi en Orden relr^ra- 
do. En el liltímo ejemplo es preciso escribir I, 4, 1, 3,3, I, I, t¡ 
ánlcs del periodo, 68 deciri= 1,4, l,S, 3, 1. l,I,[a, 3, 3, I, 1,1]. 

5GG. Dada una fracción continua periúdíca, ee uos prepotw 
QEcender 4 k ecuación de quicu es raíz. 

I. Caso. Cuando el periodo principia detde el primer lir- 
mino x^í», b..-ff, h]. Hallemos las dua convcrjciitcii teniiina- 
ICB de la pattc periódica. 

^=0,6, ....j, -1=0.6, .„.j-,A. 

tendremos que eegun In ecuación O páj. 147 

«=ÍÍ+A. ó i-i'-(i-A>=A....[l) 
i-.+k' 

Por ejemplo 1= [I, 1,2, 1], noK dál=:l, 1, a, y -1= l.l.í.l 
í = lfáll, ó Jí'— li=£, que en efec- 



to liene por raices á t=:[t, 1.2, I] y i — . = 011,3, 1,1.]. 
Cuando el período no tiene sino un aolu término f^[j>]> 



J 
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«acAxnot de aquí qoe r=p-f--- ^ s'—pü^l. Si el periodo no 

M 

tiene liiio dos términos jr=[p, jg); 6 s=:j)-f" — | tendré? 

S —I- 

z 

nos qiiff ^^^""J'f^^^pí el coeficiente del segundo término es el pro- 
ducto de los dos coeficientes estrcmos pero con el signo-— ¡ j 
con efecto, de esta ecuación se saca ^s[<— ^) =r j>» 

■ostitoyendQ en lugar de qz su valor p^-f*-^* 

I). Caso- Cuando precede al periodo una parte irregular^ 
«sy, y% y'^*...Ía, b„..g^ h], representaremos el período por «, lo 
cual nos dará la ecuación (1): y en seguida tendremos que 
JTssy,' y', y*...< s. Calculando, en seguida, las dos converjentcs 

— ^ y ^^ que son los valores terminales de la parte irregular 

y>y',y".... nos resultará 

«= -- — í — - y de aquí sacaremos que a= • 

n'z + m' / ^ ^ n'x— » 

Solo nos resta ahora el sustituir este valor de « en la 
ecuación (I) y tendremos la ecuación de segundo grado en ar» 
de la que una de las raic.es es la fracción continua dada. Y así 
toda fracción continua periódica es rais de una ecuación de «c- 
gundo grado. 

Sea * = 1, 1, 3[l,l,2, i]=ii, 1,3, í-, desde luego tendremos 

las converjentes | y J, délas cuales sacaremos ap=Z5.ÍlÍ-, 
*=— jj-— :p. Sustituyendo en 4x» — 4r = 5, que es la ecuación 



que resulU de *=[1, l, 2, 1], hallaremos 60*»— 204j-+ 173 =iO. 
Y on efecto, la mayor raiz jr = !.2idL^L£f tieno por desarrollo 
4 la ftmcGÍo& conlínoa propuesta* La segonda raiz ee 



IOS — n/24_ 



- = 1,1.1 



1,2). 



1 eapresion : 



Tomemoa min por eji 
bKgamoa i i^(3,9,3), en primer tugar EUciirGnioa de aqui lu 
converjenles J y ?, y en eeguida 5í"— lSt=;7. Ademas tena- 
mot que x=l,6, s j \ta coorerjenteH ^ { y ca virtud «h 

tato aeri «^— - *""_ ¡ sustituyendo este valor enliecutúoB. 
8*— 7 ' 

precedente, nos reEultui 

5(*-n'+l5(»— l)(ea-7)=:7(ll«— ?)' I 

i I57i'— 3831+533 = 0. Con efecto, hall amoa que en* ecu»- I 

,, 383+ \/ 385 , ,, , 

Clon nos da r= =^ , y las cálculos espuestos prece- 

denlemente ros inEiiifieatnn que si tomamos el eiguo— , tcn- 
dremot para valor de x la fracción contrnua propuesta; toman- , 
do et éí^o-J- halleremos pnre la otraraiz z:=l,3. I, 1(3,3,1).] 



I 




Aliebra 8x:fertoii* 



171. 



üBLA de los periodos de >/ 1. (Véase páj, 165) 



Período, t. 




Período. 



(1.4.1.10) 

6[1.10j 

6(12) 

6(6.12) 

6Í4.12) 

6(3.12) 

6(2.2.12) 



t. 



6(2.12) 
1.1.3.1.5' 
1.1.1.2' 
1.2.2* 

1.3.1.1.2.6' 
6(1.5.1.12) 
6(1.12) 



57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 



Período. 



50 7(14) 

517(7.14) 

524J.2' 

53(3.1.1.3,14] 

54 2.1.6' 

55(2.2.2.14) 

56 7(2.14) 



t. 



65 
66 
67 
6J5 
69 
70 
71 



Período. 



1.1.4' 
1.1. 1" 
U2.r 
1.2' 

1.4.3.1.2" 
7(1.6.1.14) 
7(1.14) 



72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 






8(16) 

8(8.16) 

5.?.l.l.r 

8(4.16) 

3.3.1.4* 

2.1.2* 

2.2.1.7* 



8(2.16) 

1.1.5" 

(1.1.1.1.16) 

(1.1.1.16) 

1.2.1.1.5.4' 

1.3.2' 

(1.4.1.16) 



t Tajbíla de los períodos de las restas de:i;^:m 

(Véase páj. 172J 



ribdoB. 


m 

17 
19 
21 
23 
25 

27 
29 
31 


• 

Per. 1.4.9. 16. 


m 

37 
41 
43 

47 
49 
53 


Períodos 1.4.9. 16.25.36. 


4.1^0) 

' •••• 
1 ••• • 


8.2.15.13"... 
6.17.11.7.5"... 
4.16.7.1.18.26'' 
2.13.3.18.12 8.6" 
0.11.24.14.6,0 
21.19".... 


12.27.7.26.10.33,21.11.3.34 

30,28"... 
8.23.40.18.39.21.6.32.20.10 

2.37.33.31"... 
6.2 1 .38. 1 4.35. 1 5.40.24. 10.4 1 

31.23.17.13.11"... 


1.3" ... 

1.1.0*.. 

L12.10" 

:. 11.8.7' 

.10.6.4" 

L9.4.1.0* 


25.9.22.10.0.19 

I «)*I7f / ... 

25.7.20.6.23.13 
5.28.24.22"... 

25.5.18.2.19.7 
28.20.14-10.8". 


2.17.34.6.27.3.28.8.37.21 
7.42.32.24.18.14.12"... 

0.15.32.2.23.46.22.0.29.1 1 
44.30.18.8.0.43.39.37".. 

49. 1 1 .28.47. 1 5.38. 10.37. 1 3.44. 

24.6.43.29.17.7.52.46,42.40" 



Ecuaeionei inJeltrininadaí da itgundo grado. 

660, Resolvamos, en números enteros, In ecuación my=. 
e» (lecir, htigomoB quesea entem lit canliond ,en]actul 

r representa U reíla negativa <m de la divifion de a por 

m. Si hacemos á a:=l, 3,3, 4,...dÍviJieri(!o !l x' por t», vert- 
moB <¡ue las rcEtas presc'ntarán una propiedad muí noiable. 

Sí m ei par, lÉinese 1 i=:¡m + a. y de aquí tacaremos 



- i'"'r 



_)m^+a. 



por consiguiente, lai restas de ~, cuando tomamoB por r loi 

dos números Jn^^^n, son Ins mifRias; y ns! desde que hacemea 
i s =i\'iíhi£ia X ^nt, liatlarcmoi las mismosreUos, peroeBEenü¿o 

Así es que respecto al divisor 14, balktemos las resta* 
EÍgmo lites 

1, 4. 9. 3. II, B.7. B. 11.3,9,4. i- 
£i m ef ímpnr, tendremos que los niinieros }(tn-H;l)gQP entetor. 
haciendo á i^Ü'B + 'üai tetidrcmoa quo 

vernos que loa ^ se eorrcípoiideii: dividiendo por nt ce halllif 
ya fea quo lomemos el eig no superior 6 el iufcriür, que la ri 
de lu divitii.ii es In iniíma que en ym'+i)+a+ «.'. y «si es 
pnra los dos valores do a, son tamliun iss mismos las restas d 
división de a' dividida por m; pasado el valor r^(> — 1^ __ 
vuelven á hallar loe inícmas reslus pero en sentido letrígredo» 
En eUR caso se repito el término medio. 

V así se liaÜLi que respecto al divÍEOí 17, por ejemplo, 
restas consecutivas son 

1.4.9. 16.0.2,15.13. 13. 15. S. 8. 16.9.4.1. 

Cuando x^m, es decir qne, x=tm-^ 



.. 





reita ee !& misma qae si hubicceinas tomndo &t^ a-^m. 

Concliiysinos de aquí que, 1.'= li hactmoi á x=l,2,3..- 

ula tí tnfinUii, k rtproduciráa lat ratuM de la divinan Je \' par 

y formarán un ptriuda timélrico t¡e m Urtuinm. 

La tabla II. di oeltw periodos resfocLo í loa tlivisorei 

*•— I 



No puede barerao qae 



- Bea tm entero. 



do 



M uno de toB términos Je ealo periodo: y eí n ^s el tugar 
^e ocupa cale término, i^a di á r por reata de la divisioa 
■• por mi y lendreioos esla infioidad ilefioluciones i^lm^a 
cuya esproBion, i es iin enteio ciiiIt)UÍGra. Cada ves que 
entre •■ pn el período teudrnirios un valor Je a, y una eeuacioa 
■erapjinte que nos dá un íistema de BoluciuneB. Peto noten- 
I Dfccsidad de atender sino á la mitad del período, por- 
reaparición de la TMla r ac efectúa ol llegar loa (¿rminoa 
«. y m— I», que diílan igunlmeiitc de los cstrciriQi y de cele 
tltino valor no resulta niu^na lolucion uucva. 



Por ejemplo i3í=**+40 noe ái ' 



i¿ 



l.i 



'J= cnta- 



, 1a resta 12 ge hafla 



= 17j(+7. 



lo. En el semiperiodo del diriat 
b1 quinto liigar; y y así será i = 

El impofiblu resolver en núuieroa enteros la ecueclon z'^ 
porqiiD no so halla 7 en cl periodo del divisor 17. 

Finalmente, respecto ú a>— i^líy, como 4 so halla en 
lugaret «egundo y cuarto do] ecuiiperiodo dct divisor i!. 
teadicmoa que 

xti=l!l+8 y +4. 

Otwérvcte que cuando cl divisor m ea un producto }>p', i*—r 
) ea diviíible por ri ciuo cuando to es por p y p', por conEÍguicnla 



harcmoa que s 



, por medio de vi 



loieatalcí como i^íp+n, y 3e=:rp'-*- a'. R^Blanogentegui- 
hacer que estas loluciones coneuerden entre si, porque 
loa valores de 1 y I' deben elcjirec de modo que imboa den el mUmo 
«tlot para *■ Y en vi^ta de eito, haremo* (núm. 1?3} i 



Jy*. Al.JI.nH4 SL-PERIO*. 

p ¡I p p' 

Cuando üI denominador mismo ;> puede deMom^nerts 
en diii TacIoreB, pndreinos reemplazar lu primer» fr&ccion C0« 
ocrní líos: y a^í en seguida. 

Por ejemplo, par» resolver en nfínicros enteros la neumcion 
31]i^=3:'_4S, como 3I5=9X^X^. luiremoa i i'— -16 divisible 
par 1), 7 y 5; es decir que despuae de extraídos loa «DtcroSi Uar«- 
■noB que sean 

' , ? , 'Lr~ ^ enteros. 

8 7 5 

Los pnn'oiIoB de csfoa divisores no» din a ^=i, «.'=:% n";=U 
y Ofl, es preciso lucor (sin depeadencia luúlua eaire los •*:} 

que 

*¿' , 'Jr^ Z±i= entcroí. 
» 7 S 

Fiottlnicute hWInmoa que, si represen tamos por * une do 
los cuatro núrtieroa \9, 69, 26, 41, ica cual fuera, tenJrenios 

que E = 3I5Í±Í'. y de aquí sacaxeinoa que 

^r=:l9,36. 41, 89,220, 'i71... é ¡, = 1, 2, 0. 86, ICt, SS3.,., 

Pwa resolver en númuroa entoros la ecuaciun niy=(w»4''^''b* ^ 

mitUipliqíiemoiila por a y tcnJiemos que 



uy=: 



<„ + fc)._(ft._ 



I 



tuLcieodo en ella á ar + & = 3 y á i" — iií=D 

Hallaremos Ina aoluciones i = ni' + ii que hagan & Ib frac- 
cion de arriba un niiraera entero; y en Erguida deberemos re- 
solver la ecQiition de primer grado ot+i=wíio, es decir 
que ne tomaremos sino los valores enteros de I que baj[an i 
z tcmbíen entera. Si sucediere que a y m fiieBcn primas en- 
tro ai, «í — D «era múltiplo de n y de m [porque hemos multi- 
plicado por u): y a¡¡í dividiremoa el resultado por n y hallara- 
moa á ]/. Si a y m tnvieacn iin Tactor cumuo g , este debe Um- 
hien serlo ije fiAr-^c. y doade luego, deteriaiuarunio» la forma 
jeoerai de tos VAlorea de *,qüe lJeu(wectac<in))iciou.j-=: i*'+y, 
y Hustiiuyendo en la propuesta! desaparecerá de ella g. 



M 



Atít^HA lÜlHKlIfoá. f75. 

Sea 7y^9j:*«-5aí-f^2; la- BfOJtipHc&reinOT por 2 para hacer 

fue el coeficiente do x sea par: y en virtud de esto terá o =6, 

^=r— 5, c=4, Dz=zi, Haremos á 2'— 1 múltiplo de 7, ha. 

ciando ¿ xs=:7t/-4r 1 , que es flqul x = 6jr — 5; de aquí sacamos 

La ecuación lly=:3f«* — 5x +6 es absurda en udmeros en- 
teros. 

Respecto á la 15ys=6:t* — 9x+^y haremos en primer ]u> 
gsr á Sjr— I múltiplo de) factor 3» que es cornon á 15 y á 9-, 
efl decir que haremos 4 ar=r 3«*+2, y hecho esto, nosréstíltítri 
convertida la propuesta en 5y = r3«'»+22x' + 7: después de 
haber extraído, los enteros de esta ecuación, no resta mas que ha- 
eerá3**>+2r'4-2 múltiplo de 5: y hallamos que a=5< = 3jt'+lr 
tuego »'=3, * = n, y en seguida «sslSC+ll. 
S70, Sea la ecuación 

QM*+ 26ys + cy* :=: JIf 

Ja que s# treta de resolver en ntSmeród enteros. 

I. CaíH. ñi b'^'^éc^O; tendremdÉ que, con multiplicar el 
primer miefibro per a, Ée convertirá én níi cuadro exacto 
i«izi^hff;^éMiy $¡áí es qiíe, tambiéit óJlf dél^ ser un cuadrado 
h\ pues do no aer ikí, seria absurdo el problema. RMartos áhórá 
resolver en atlneros enteros la eenaoion (&r-f«(b$f=s/k. Se toman 
i. z é y con el doble signo -l« en razón á que h debe también 
estar afectaiíá del ndismo signo. 

Respecto á 4z»*—20ary+25y»= 49, haremos á2«— Sy=±7 
y de aquí sacaremos yzszZf^i y ;r=5¿4-1. 

II. Caso*. Si b'«^ac<<0. La ecuación propuesta se reduce ^ 

{ak+byy+Dy*=zaJá y í^+Dy*=:zaJi 

hmcnM^'t 6«— flc = — U», y a:t+by:=:it. y ¿si es que Jif de- 
be éer poütiva. Háremoé & y=0, I, 2.... y no conservaremos 
áíAó loe valores que hagan áa.^.—JD'y^uá cuadrado. £ln(ímero 
dé eeto* eñriayos es Nmitádo, j'orque Z>y*<<<rJtf. Una vez de- 
terminadas y y 11, no tomaremos de estoá nfimeros sino & aquolloe 
^üe ^ágátt á É entera. 

£n la ecuación ac'«»2^4«7y'¿=^1) hallaiiH>e 



r 



173. 'AuuK4 ni»Rio»r I 

(3» — s;» + 2Oy = 01 )- ii' = Bl — lO/i 
& uns con Si— y:=u: luego +^i/^0 y !,+u^9yl 

±1 = 3 y I. ^_ ^ ) 

ni. Císo. Sí l' — nc es mi cuadrado poBÍtrvo í»,' inullipn! , 
cando nun por o, c ¡giitlitTiúo el primcT miembro £ cero, pm 
ballK BUS factores, t':nc]rcnioe que la propiiecta re convertita en 

Se*n / y g dos fuctorea que den por producto i o^ 
hngB.ini>ílDa iguales á los dos del primt^r miembro, y aoñ re* 
NilUr& que 

* at ^ a 

T Dsí ¿espucs de haber descompuesto !t iiilf en doi ñctoreí 
de cuantos moiloa eé pueila, los tomaremos euceEiva mentó UDo 
por / y otro por g-, y no conservaremos de todos ello», eioa 
los EidtcQias que Imgan entoroa Ins valores, primeramente de y 
y en scguiJa de «. Toniaremos k y y z con el signo -t por- 
que podemos llar 6 /y f el signo 4- 6 el — . Y asi, des- 
pués de liubcr duplicado la ecuación a¿=4-0ya+7í' = 3B, pa- 
ra Lacer que el co<-ficÍ9nta do y sea jiar, nos di b^4,í=9, 
e = ll, i-=s5, n„U = 30-í los faclores do 30* son. 

9X152=sr,x3Q = .lX76= 1x304 = lffXH) 
los dos primeros sistemas son loa fuikcs que convienen y noi 
dan 

-4-v=s1St 3. :ps^53 y 1 
IV. Caso. Si i» — ae es positivo pero no es cuadrado, es- 
cribiremos la ecuación propucala, para poflcr comparar lo qoi» 
tenemos que decir con lo qué ya hcmoa visto, bejo la fuima 
^í'— Sfiij— %'=P,lBa raices de k ccucMsion Jas'— 2«i=fc 
Bon irracionales {y t-=a.'-^Ak es positivo sin ser un cuadrada 
exacto) desariolleuiosTaa en fracciones cor.línuns. Do ln ecuDoion 
(/) {núm, 6G7) hq infigtc que la converjente que preceda A I» 



fracción completa 
condición siguiente 



— , ÉÍcmpre que tonga lugar I* 



» 



d 



Aliebra 9Upi;rior. 177. 

El signo de P depende del lugar pur 6 impar de esta cou 
vefjente. Comparando esta ecuación cou la propuesta, recooocei- 
conos que si el signo de los segundos mieoü^ros es el misino^ 
tendremos la solución siguiente 

Luegro para hallar á y y 2 desarrollaremos las raices x en 

fracciones continuas: si entre las convcrjentes jLlIÍ15, jLÍjIB...* 

se halla algJina cuyo denominador sea el segundo miembro P 
de la propuesta» limitaremos la ooptínua jA entero que nos dé 
la cesipleta precedente» y en seguida buscaremos la converjen« 

te correspondiente — •,; y tendremos que szzzn é y^n*; pero 

es pi^eeíffo que os^ converjente sea de lugar par cuando el se* 
gmf^. mmklío P es positivo, é impar cuando P es negativa» 
«ü el desarjollo es el do la mayor caiz; y qoe suceda al con-' 
Ufaxio rsfpecM» á la menor iai£. Cada fracción completa quA 
%a hy|lU ep nu lugar útU dá una solución» de modo que si ade* 
mas fiíCDKa piarte del período» tendremos para z é y una infini* 
dad de valores. 

Sea por lyemplo, 3«'— •14y«-f-i7y'=55; hemos hallado 
(poj. |&^. > que 2fii'<--.14a(rt-l7=:0L tiene por raíz menor á 
x=:l, 1, 1 (3» 2) y que la asegunda cQinpjeta tiene á 5 por. 

denein^dor; Iuc|fo la converjente — se halla en lugar im« 

pac, y d4 ^ata aola solución x^zl é y=: 1, porque el período no 
se confidera para njfida. 

Si en lugar do ser S el segundo miembro, fuese -|-3, no* 
habría solución entera, porque siendo todas las completas cuyo 
denominadores 3, de lugares pares en la raiz mayor de z, é im- 
pares eq la menor, no ostau ni unas ni otras situadas en* In-^ 

.útiles. 
P^ro si el segundo miembro es —3, desarrollaremos la raíz 

mayor s:=5í2, 31, y la detendremos en los lugares 1,3, 5,7... 

23 



y siguientes 
crjeutes i , 



las suliiciones. I.a m 
tos tínninoB aegun^, c 



, . . ijuc dan otTaa tan- 
, 1 [3, z).... nispendida eo 
iieeto..» dá isiuiiMno f. If, fi -. luega 
. tomaremos i ±==:&> 38, M»9~...tfí 



■J, l!,C6.... 

Finaloieiitc cuando el ürguiulu iiuciubro es 3, ec halU del 
misnio modo que +¡/=0, 3, 18, ISG, 99'.... cun rt'= '. ". 87. 
635,5303 6 1.3,Só, 197.1551,.... t 

Comu las (¡onverjenles son siempre irreducihlea, no liallaretnoi 
por este medio sino 1«« solucioQee que aon primeras entra ñ- «»-" 
pon[,'iiinos que '" ecuación propue^u di- lugnráquc esiai thIcm 
nnignn un factor eoiuuii i- y seuii s=:e'i' é y:= jy': ene»^ 









("or coriaiguieiitf P es miiltiplo ile J'; sea/' 

I anca ahora nácar los valoree c' é y' de una t 

lo ú In [)ru|iuiJMtn,"cuyü segundu miembro sea i".- lue^ t-mloV 

fdclores cundruduB ^' como leii^ P dif^renleí de I, olrostM^ 

los vnlure» Inf.ilrereos de g y tanibieu otras IiiiiEbh écuteimaf 

qii'i trulur, las ciialeGEulu te>K]f,iu e) sr^^údo miembro díferest^' 

P^P: 6'. 

Se», piir cjtmplo, la Bcuacion i*-(-'Jr¡r — 5p's=! 
imtesüluciüiiai primeras eiilre g!: como'D^a': rcsulvaiDos 6 

Ji-=:1(*, 4) y laa converjeuies J, *. % \i\. ..... Los itrtninoB áet»H 

Isa fracciones ton lúa valore» do i' u y'; multiplicando loa 
tcnninot de otas fraccioneri pur J, hallarcmo» fiíialutente 

±; = ;i, 9, TS. BÜI,... ^y~0, (i, ilO, 594.... 
IiS.Bfgiiod» i»ií lie f lio di ninguna solución nuevo. 

Los dpnomiiiíiiiorts de luí; completos son <aV'Ípaj' 
Cuando el segmido ioiüinbiro P ¡waa de e*tc lunilc, no dehei 
tfperiir f|uo ae hil'i: P tutre tstoa denoiniuadoreí, y el pT»v 
bcdiniioiiLo i]ue iiutta aliuru hi.'iiiu$ em[ilcadu no 



lebenMiT 




J 



tioeet lis coliicíoneii; per» rpprcsiniuiidu por / un faeior ile P 
B^fP' y n un eniero ciia!<juiera, liagamo» li j( = nr-4-y^"; Jb 



a + 26™-f-mi 



)i'+2y<ft+rt,¡J.r/y'=P' 



Hagumoa que sen Hiteru e»lc primiir t'-orlicLeiit^:. por ini?dh 
il« an ¥»lur oimTenifmW de n (puj. 172;: «da vgk que calta 
í*—Oc en «l.iiomiperíiMlQ dril divisor/; tendri'iauB vílores de ^n, y 
otras tantas ecrntcionea que resolver, iiBreeidsa i la 

en la euftl C j P' hoü las nn~iiiu (así comu tambicoi B^-— ,^C). 
Segim esto podemos reducir i' á ijua 6ea/''<?Vly oiin liaa- 

Así ns <(ne torasndo enk ecuación 66*' — inji-í-j(»=:34í/'^n 

teiidremoB por fin del cilciilo que hacer á — ~ ^"íl—^ ente- 
ro; lie aquí fsciremoa qiie n^-¿ \ Ifl; y en seguida 

Una de est«s transfuriiiadas áe ha rusuelto ya (psj. 177jylaotrB 
na JO di&renfiia de ella bÍoo ppr el signo d» u': poi coii^Íg>iieiite 
hailUrénioe que ' ' 

1.87,., 



+. = 1.1 



3,2S... 



"á:y = 



£.6) 440.... 40, ■Í2Z... 
4:v=l6,l4í, 11S0.,..H, 12B,... 
Suprimiretnop la demostrttcion que eí'.nblece qua este pro- 
ceihmients m» (tá el modo de hallar todn; las sohiciones entora». 
51T. Estos cálculos Ec apijcsn á la ecuación »' — ti/':^^\. 
pero en esto caso son mas fatilce. Se deíorralla á ^í en fracción 
continna i= V'^^íu', u"...,n", «*, 2ul y no nos detendremos aiuo 
«1 lu completas cuyo denominador es 1, que »c ilnllc en logar 
inipH reepeeto i -|*'> y P"r rospccto S —l. Pero hemo* probado 
{ paj. I6(i ) que las rtuicas completsü cuyo denominador 
( esceptuamlo Ib priraem >j t) son. las que nos dan o) ííj 



verjoDtee — - que ( 



ú todas las reaparicioi 





r 



itiiiio u' que es el qlie precede ñ Su, siempre qtie ec TinllH! 
en hignres fitileí', nos dnii ■+! = «, íty="'- cslua signoi 
Eoii inJo pendí entes uno do otro. CiionJo el periodo tiei 
número par de términoi, cnd« peiíotto di una solución i 
caso de +1, y no liai nirgniio en el de — 1. Cuondo Is 
enantidnd de los términos del períocio es impar , 
rioiones de lo» perldos primero, tercero, <|uinlo.... convienen siem- 
pre que el segundo miembro ce — 1; y si C8 +, toinarcniM 
loa ^egunrlos, cuortus, scstos.... 

Respecto n la ecuaciou='—14¡í'=:±1, tendremos (paj. ni) 
\/l4=3il.9, 1,0,) el término 1 <¡ue precede al I 
rece eítio en los lugares pares, y asi )h propuesta ce absurda m 
nilmeros enteros, en el caso de — I. Y.n el de -(-I, totuBreniM 

líis converjenie» |, V. 4ÍS' 'Ai? y lendreBios. cualesquiera qua 

tican loB signos, 

±==1, 15,449..,. rty=0, < 
Sea i'— 13ii' = ±lt como \/l3='3(l, 1, 1, I, H), tü eoir* 
vorjentcs correspondientes á la Toapnricion del término 1 qua 
procede Cson J, '/, ÍB.^'A'-.-- ; y "le atjuí sacnmos que ^=:^, í«;_ 
é y— O. IBO... pora +1; y ir=lfl, S33B?.,.. é yi=$,ViBÍ^., 
puro 



, 9), todas lo» cñnTCijcS- 
I hni ninguna sohtñoB. 



IS Golucioncs en lu frac- 



í'— V=I; como V3 = l[1, 
tes 1. !.5. K.iJ.JB.... dan solticiDnee; m 
cuando el segundo miembro es — 1. 

La ecnsciont' — 5y':= -4- 1 tiene e 
clones alternas 1. S.«, W, Hl. ÍBS-- 

Dado un iiilmero impar JV=am-J-l;6upongBmoBle dcseom- 
puesto en dos parles ii» y m+ 1 que son sus nlitadet daífiíR- 
tes y enteras, si estas mismas mitades las ilescumponeiuos ■ 
otras dos: KÍcin|iro podrcmoa elojir estas partes de nodo (jue tv» 
productos respectivos sean iguales. 

Con efecto, si eliminamos á 



iMa ecuación 



y', nos rcíultu 

!/'— !' = ['«+ 1 '.y—mz 
,e rcgiKlv.^,.i>e£uii.ya. lieuiM diciio^ htiGi^odo i 
«=irz+H.)^'y=Ví+"'+l) 




d 



y de aquí sacaremos que 

Y así es, que para hallar á í y *, descompótidrcmoé á .V 
on dos partes de ta*! uaturtHesA que C6te íin^iiío nrimero sea 
Ja diferencia dé Tos Cuadrados dedidbaa partes, tiean &. y^ dos 
factores impares (fiTe produzcan IJV*, es decir que JV:= a p, ten- 
drewoB que [l^^)ll-^k)dshfíy "en cuya ecuadion turamos á 

. i +«= aya Ir^zss fii y dQ aquí sacaremos que t = JlIEJí, y 

«is irní. y por ^itin,» — y«-e' 4-»> ¿^ í(«4-e H-"»-w 

Como a y P san impace^, tendremos que i^ a rf^l^) son ambos 
enteros, y 'rioíB será fácil ver que uno de estos números es par 
y .€Í 'Otr0 ¡impar; pero para ^que a sea entera os preciso que 
M.sea par ó ioipar al misaiQ tiempo .que ya — fi, cuya condi- 
«ien haee á y entera. 

Así-es qae respecto al numero ./V^sJO^szfXá^^"!) ^^^- 
<MMiqpfAÍend«á.l05co36X3>lendremos í|ue.r=: 19, zssz 16,«tsz63, 
xsas^f, |r;p86,t .»*.£=18, ;.^,,y;^|,7.* con .efecto icemos que 

Obaérvese que tomi^ido á ^zsl por uno de loa factores 
de JV-y j«í;;t«9%-|-l por^l P^ro, hallaremos que í = m +l 
y xz=:'m\ acV?¿y*=SO: por conBÍ^iéiitiB -la» ^cüatío partes ácJV* 
qv^h^m ' rf^diicidas r á- idos ; . en :.tajl , ,caso rc|c lo que . acabamos de 
esponer se sigue que todo número impar 2m-f-l es la difemn- 
cía de IoÉdo*étía(ÍY^o¿(m>^TÍ^-^^ con lo que 

hemos dicho (níím. 134 Z,^),'^72tta dcseampmiifion cá*dói cúadrndo* 
puede hácetie de 'fritithhs modos tomandb tesfínElorcs a y P que. 
'dan por prbdtícto i "Swí+í t; 'de tal naturaleza qiie j( d — P ) sea 
lili üMmetor par 6 impar, al mismo tiempo qne rk: pero si el nú- 
mero 2m-(-j csprirtío, no hai sino un sola ihedio de hacerla 
descomposición. 
BTt,: La ecuación 

02 » if- 2^y' + «*í/* + «'^ + «y +/= O 

.qué es )a mas jcucral de scffundo ¡nikáot ec reduce k la pre- 
cedentcj desembarazándola da lo» términos de primera dinicn¿ion- 



ri^v+<i í" v-iy-i 



,„2<iB. + 26jÍ-(^J=:Oyi(3r + 2al' + e=;0.....,W 



.tií— fie 
SD ' 






con hacer i 6'--íie;^fl. Suponemos que t "dea eatOB PoeficJan- 
tei flon eiiteroa. Percí ea ovillante que, no es lítil es!» li-an»- 
Formncioii fliiio cmnilo t" u y' son enUrofi, al mismo liempt» 
■ o iF- HagainD» P'iea la» iiiduttnnijiaiiag t^^ír: 



drcr 



id'j 






! lie y- y 



■2U 



-w 



i' Corres pon:idn) i entft"! 
■inta )a renpro<'a, y dv^l 



■ '■ TiOS vBlorpB une buacni 
n>B para e i y. -pero no ra 
bercmoB deaechnr Ieis solucionca eiileroB úe a' é y', que no h^ 
^n enteras á i c y. De este moJo kallnremoct todos loa vr* 
lores pedidos no conacrvando para »' é y" sino las colDckine* 
hnlladas ([ue lenann b forma conveniente (nfim. S5S). Multipli- 
que moa alio ra las ecuaciones CU pof " J P «speclii'BmBiHe )- 
en Biíguida som#*Boslafi, y nos re9i>llnri 



-C"a>-Í-51ap+ííi') = 



4/> 



RepretentoreuioB el nnmeradoT por JV; v serS l« trínsfori 
maik 

cuya eou«cion saUemos ya resolver. 

CunnJo t"— ue=:0, no puedo ejecutarse el qílculo^ pero 
ciuliiplicando pot a, loa tres primero» términos fitimaii el guí- 
drado lie m-j-ij; haciendo á cato liiuftiiiio ^i', vMeinos quo 
lodo lo dcmaa del cálcalo es fácil de ejecQtw. 

Rea 7i> — U!/ + 3y' — SOr+lOji+B^O 

Ju ecuaciones (3) se convierten en :=^Jr:??í v = íÍ^^P^l 

. -i- —^ — ■*" I 

'O y y » no aon euten» sino' cuando 40, que ea factor eomii^ I 

de 14» conMtniei,' lo ^ tBinbiw Ac ^' é' ¿*, podemoa pot coiPíJ 




«iguieiite CBiiiljiur e&las (.-antidndcs on 4üi' y -IOí;'. y Ue tste mo- 
•üu dcEiiparcce el Tactor éO, -f hneuioa li, 
z=:i'-i-2 ú s=j' — I reBuUimlQnoe "i'— ai*s'-4-3j"^a7 
Eslu uiisüía ecuapiuii In licmoa tratajo va [pij 176} y ha 
dudo ^t'=:U y 2 y -^y':=y y I luego 
= =4, O, ¿ y i. i lina con y=0, — 



De iat ccaaciunt' indeteraünadaí de ^riídu tvptnar. 
i'nra rcBoIvtr cli".n limeros eiilefoa la ecuación 



my = ^ + lí + .-í ■■■ + ..„ +ií'', 
obset varemos <]iio si i^a, lyilfL'ii.'ja laniliitri ([uc i:= a +ni(, 
reprcíenlsmlo ^lur í un miintro enlero sea cual fuere, Eiipuetto que ei 
aiiütiluiíiioi esta cautidaí). el i^e^unJo miembro toma tit fnnua do 
a^(>;x_J-c(i'-J-.,.,-(-i(i7', .jue' vlsililciueTilc es divisible pur líi- 
Cuando' n.>in, ni tul na mus para valor de í el entero Cüntenido 







i cumiiretiiJiílo enlie -{-Jn y — ^u 

eijítrní rfc U 



Luego, tu íflio lie ijue- eiiilaa mluciañéi enteras dr la prapueilir, 
hai ñenipre una infinidad de tllai, y uno por lo minoa de lot va. 
loreí de X u ■^¡<"- "< cuita tUUMa X^n±lat. 

Cuando diridiiDOí t''"' "> á los eoelie¡entc»i(, &.«..., que con 
^>n, «fltrteuKis pul nieiliu de csU ogvratiou las partes enlerai, 
y siii)|iliüciiiiiof de cale inoilo el problemu. Ademas de esto baa- 
tu p«ra resolver te ocuaoídn, quu onsoyenioií, «UBliluyendu suee- 
tivameiiteen lugar de r. itidos los enteros ^Jí, cuyas operacio- 
nes nns darin loa números simples n, y pur consiguiente to- 
dos loa valores de i= d-i+m'. 

Aií os qiii! en la ecuación ly= l7-(-9* — 3»'+S¡e>, efectuada 
■ . 1 ,. . 3+31— 3í>+5^ . , 

e»tft opernciüii teiiururaps que y^Í-1"-' t í ' 

mando en seguida á x=fl, 1, i, 3 y 4 tanto con el signo + 
coinn coD el — , reconoceremos «jiie i^i3 y ±1 «un Io3 lím. 
eos ínlores que le convienen; y cal"» miíiHos ícríii los valorcB de a 
cD la ecuación i^^rv+ll. i]iic eü la que comprcndii todas Ua 
solocioiiEa, y nos dá los medios para concluir con su auiilio 
Joa valorea turtcspondiuiiles dej. 

La ctuaLion mas juieral eiilio dosiiitoEmlua j fj. mía dü ^"^ 



parn hallar tndtn Ine goIocíoiics enteras, hagamos á 



íirlud du eHtu tciij/eoioa i^u 
primorii menta 



'y^"i> Kliimnemog entra 1 



J4.fl„i^Cí<i'4-ZJm'+Epn7»'+/'/n".-..=0 

y en seguida 

.3 + BmV4-Cni'4-Dni'V + — = 
y eoino todo ea aquí diviüililc por m, ilcliu también serlo el pri- 
mer lériniuü A, pues de no ser asi no tendría U ccimcian pro- 
puesto' lúng uní sqIucíou enteiit. Tur con^^ijuiúule ballueiDoeto- 
dü3 los divüuies <!o. J, que EupojiJremos ^n a, 0i y>— Ra- 
los serán loa liiiicüs vnltircs que poJrá Icntr m': liKcieiido su- 
ci^sivamente en en ecuacitin ñ , 

» = .+!.■„ + ...•+ S =«'+4'.+ r =»■+ i». 

lomsreraoi las raicea onteraa de i; y entre tod^ Mías raíCEa 
nr[iiel¡as que Jingaii que m soA midtipl» de ni' sei^n las tínicas qua 
podrán resolverla cuestión; pero ademas es. preciso que el cocicu- 
te de —^1/ Ees entero, para tener el 7alur cerrcfpondiente dcy. 

Obscrvem^a que no teniendo otro objeto el largo cálenlo- 
de la eliminación, da que lieino9 lisbluilo anteriormente, quu du^ 
nos á conoucT '■> A, le abrevÍKemos mucho, ¡lacieiiilo qUQ scaí^ 
nulas m' y m, es decir, hallando el -camun diti^ior entre los pOr 
linftmios o'+6'i+.,.. y a-^bn-i-.... Sto. solo ai que debemos 
tener caidtdu cn no Euprimir los factureB numéricos que puedan 
afectar á todos los Icrminoi de algunas da laa restit, teparán- 
donos en esto de lo que se proclica en el método oniijiano ilfi 
efectuar eete cálculo. K^Ia operación ii 
porque EÍ exiirtiose un común divisor ni 
en la ecuación propuesta. 

Sea, por ejemplo, y{(* — 3<), :=z*Tf-l,Uiiidagacicn delcotouti 
divisor entre i' — 3 y y'-\-l, nos dá por testa fiíml ít 10 cu. 
vos divisores eon t,'i,i y I0> temados tautu con «1 tij^'uo -f- 



A por retía Jiivttt 
le sup 11(1)1 riamos 



I 



Ar. rcBnA scpr.TiTOR. ib-;. 

coma con el — ; tomemos puco¿i;;imonte estos ocho valores para 
m' on las ecuaciones x» — inr/n", a5^-|-l = /A, y veremos que no 
pueden admitirse niño los sig^uientos: 

m':rr— ^^ y de aquí « "rr ! , y/i = 2, y =±: — 1 

estas pon las dos poluciones del problema. 

No trn taremos de las ecunciones en que las dos inciSgní' 
las están elevadas á gradi^ «upi^riores, porque no tenemos nin- 
g^uo método jcneral para resolverlus; su resolución se obtiene 
por procedimientos especiales en cada caso particular. Véan- 
se las ttcchercKts arilhm, de Gnujss, y lus J^femoires de Berlín ^ ^'c. 

Resolución de las ecuaciones numéricas- 

57.1. 8eayu:=:0 unil ecuación preparada de modo que no 
teo^ ninguna de sus raices comensurables, ni iguales, ni tam- 
poco comprehendidas varias do ellas entre dos nfimeros ente- 
ros sucesivos (nilm. 518, 524, 527); concedamos que en cada 
raíz irracional se conozca el entero a que es inmediatamen- 
te menor que ella (núm. 528] y procedamos á la aproximación 
ulterior. 

Según la regla dada (num. 562) haremos á xz^o'\'^,y 

x' 

y"r=0 se convertirá en J\ x' :=zO. Pero como por suposición, hai 
on esta espreslon uno de ios valores de x' que es ^1, y no 
hai mas de ano; esta raíz corresponde al valor de x cuya parte 
entera es n, que es á la que queremos aproximar, llagamos 
el rotsmo raciocinio respecto á/,r' = 0, y sea g el entero aproxi- 
mado de x'; estamos seguros de que no hai sino un valor de x* 

que sea positivo y >1; por consiguiente sentaremos af' = p+--;., 

X 

en la cual «'* no tiene sino una raiz que es ■>!; de aquí sa- 
caremos una trasformada/yT'srO en la cual x" es la incógnita. Ve- 
mos en esto, que la raiz i estera desarrollada en fracción con- 
tinua s= a 9 P, y •.; que se sacará de las con verj entes cada vez 
raas aproximadas por cxcrso ó por defecto alternativomcntc; y que 
el error resultante do cada una teftdrú un límite conocido &c. 

En cuanto al cálculo de/,. í¡... es mui fácil; porque sea 

24 
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tcndrcmM (¡iie la trasformadn ser: 

pero en este caso ca í^— , : luego, multiii" 
i'' tendremos quo 

Jn.,f'a.,f" a.-— so" los valorea de/. 




...+I=0 

ui derivadas connd» 
:a que después de bti- 
« dot iirtm. 503 (*) ) 



liiiccmos en esta función i i^ 
ber ralculado estos coeficientes (■ 
bastará quo loa oiisli tu vamos en 

Se nos propone la ecuación i'— 2«— 5 = en la cual solo 

lina de sua raices 03 real y está comprendida entre 2 j 3 [núm. 633 J: 

npliquemoB á ella nuestro mttodo. Haciendo á í = í, en x'—'iz—S^ 

3»'— 9, 3iy 1. lialtaremosquc— I, lOC y I, son los coeacientca do 

la ecuación en x\ pero como x' en halla entro 10 y 1 1 por el nti<- 

rao método delerniinnretnosquo lo3 coeficientes de la ecuación ea 

¡r" sonfil,— 94,— 90 y —1; hiego obtínomos loa resultados Figiiicti- 

tcB, en los cuales no hemos cscrit" las potencias do i, r', i",..,por 

estar bastante indicadas por el lugar que ocupan los ténnino*: 

/e= I' 4- Oi' — '2x — 5=0 entero 2 

/,= — 1+ 10 + C+ 1 =0 .... 10 

/,= Cl — 01 — 28 — I =0 .... I 

/,= —5-1— 36 + 89+ B|=0 . . . . I 

/i= 'I — 123 — IB7 — 54 = .... 2 

/,= —352+173 +303+ 7i=0 .... 1 

/4= 195-407 — aC3~352=0 .... 3 



I*) T'ed en ti rjemplo uguienU el cáUalo pretcriío nütt. 502 
para dedurir/, ile /¡. 

r,x = — 1 +10 +C + I =0 entera 10 
í _l O +G +01 
í'actor 10 J 1 10 94 






. — I — aO_04 + Gl 
. +G1 — 9-1— J0_| 



^ 



Aljebra superior. 187. 

Luego « = 2,10, 1,1,2, 1, 3.,.. = gS = 2,09455....; cuyo 
valor tiene cinco decimales exactas, pues su error no ascien- 
de á mas de (9J3)'. 

La ecuación a*— 2»— 2a:+i =0 tiene sus tres raices rea- 
les, y comprendidas entre ly 2, Oy 1, — 1 y —2. Apro- 
ximémonos en primer lugar á la primera 

/ . . . . X* — x« — 2x-f- 1 = entero 1 



1— 1+ 2+ 1=0 .... 1 

• , . 1 — 3 — 4 — 1=0 , , . . 4 

— 14.20+ 9-1- 1=0.... 20 

. • lííl — 391 — 40— 1=:0 .... 2 

. .—197+563 + 695+181 = 0... • 3 

. .2059 — 1*16 — 1205 — 197=0 . . . , I 



/i 
/, 

fs 
A 
jr=l, 1, 4, 20,2, 3, 1,6, 10, 5,2= VV¿3W= 1,8019377358. 

Del mismo modo se halla la raiz comprendida entre O y 1; 
y como desde la segunda operación recaemos en la trasformada 
/^ debemos volver á hallar las ecuacionesy,, y^,/^.... y de aquí 
sacaremos que 

«=0,2,4,20, 2,3, 1,6, 10, 5, 2= fjg'^= 0,44504 18679. 
Finalmente respecto á la raiz negativa, deberemos cambiar 
¿ X en —X, y como entonces tenemos la ecuación /. sentaremos 
inmediatamente 

—2=1,4,90,2,3, 1,6, 10,5, 2=JHSi= li«469796037. 
Aquí encontramos una particularidad propia del ejemplo pro- 
puesto, de modo que estando las tres raices formadas de los mis- 
mos términos, estamos dispensados del cálculo de los dos últimos. 
Respecto á /j:= 2z* — 14x + 17=r0 entero 5 
tendremos /, =: — 3 +6 + 2=0 . . • . 2 
/j = +2 — 6 — 3=0 . • . . 3 
/, = —3 +6 + 2 = .... 2 

volvemos á hallar á/,; luego x=5['2, 3] como en la páj. 15íí 

674. Espongamos ahora los medios de abreviar estos diver- 
sos cálculos 

Habiendo cstendido la fracción continua hasta el entero 

y*, x = y,y*,y"....y*, sean ^^ y — , las dos últimas convcrjcn- 



tes; de la eciiation (Ci, niiiu. sú:) ae tigue s^gaa bcraos vitlo 
ntita. bis, iiiie «i i repreiento el Taloi del recto áü Ik frcicciM 
JO, ttnilreniofi i)ue 



■n — mi* = Th'' Sea ^ U ilifeteneítt enlrc j y la- converjen- 
! .", 6 6 = — — «.íendrctnoeque n'i — ii=; — n'S.yileíqin 
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AlJERRA SUrERlOR. 189. 

de tas otrfts iniccs z\ x ' — á la canverjeiUe deque tratamos, 
•on cftbi iguales ú las diterencias que hai de estas raices á jr; 
y cuanto moyorcs son eMas dilerencias tanto menor es ^; adc- 
maa n' va creciendo cada vez mas; y así os que el último término 
4e la últiiua ecuación es entonces despreciable; y seg^un esto será 

Jl •'1 

Beta ecuación no solo di el entero tt contenido en z, 
sino que resuelta en continua, por el método del común divisor, 
podremos tomar muchos términos sucesivos como componentes 
del valor de r y continuación de el de x; *= w, g, ...-O"; y de 
aqai sacaremos que j: = a, p^ ••-. v, tt, ^, o>, Sus}>endiendo la 

fracción z en uno de sus términos O", sean lL , Ji^ , las dos últi^ 

I ■ 

P V 
mas convergentes, tenJr.jmos qiic (ocuac. 6*,núm. 36'i) 

qa+p' 

y snstitiiyendo en la tra-»form;uía cu z, se pana de seguida :í 
la que corresponde al término C , suponiendo que cun electo cs- 

te termino conviene al valor de a. bupuesto que 2 = -^ 

bastará conocer dos límitos aproximados entre los cuales esté 
comprendida x, y sustituir eétoa límites en esta iraccion, pa- 
ra obtener lod de c: resueltas que bonn editas últimas en continuas, 
tendremos que sus términos comunes lo serán también de z, y con- 
tinuarán á X. 

Para la priiuera raiz del último ejemplo, partumos de la traa- 
formada /^: las converj. utes son ?^l, 1, 4; 15?-= 1, I, 4, ÍO; 
de los cuales sacamod r=:i'¿'i + iíí= 11X1 = -» 3» ^ ^••••í o^* 
ícrvemos que los cuatro primeros términos continúan el valor 
de 4:, cuya cantidad adquiere imueüiai ámenle £ términos. De aquí 

sacamos las converjentcs ^y 55; v de fslas z = I v , y en se- 

g^jida la traalbnnp.da /',. con eustitnir fn /],; y aeí en ceguiJa. 
Cuando es conimnáurablc la raiz z, se termina la íraccioa 
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cantínuu; ú no es así, dicha fracíion ec caliendi; liasU ol i 
finito. Si ¡a prcipacsU adiniíe algún fuctor rncicnul do bogundn • 
grado, Iiullarcinus un periuilo, y Id. Dpariciuti de Iúg iiiieiniOB lOt- 
minoB anuncia cstn circinatancia. Así es que la ccuitiua 
jt— .2»^— 9j'+a2x— 22=0, cuando qiieremus ncguii k raij 
(¡nc C!li entre 3 y 4, noa dS 

/i = — "0+ 22+ 27+ 10+ 1=0 enlero 3 
/,= 5Ü— 314— 315— Bü — 10 = . , . . fl 

/, = — 4S94 + 133S3+Ci6l + J078+j3 — O .... 3 ic. 
Esta ultima ecuaeion nos conJuce al valor 

's=íí,+í3JÍJ=í:íí;,'=3, 6 

la reaparición de las cifras ¡3, G) nos hace presumir la ciistcít- 
cia de un período; Eupnnicndo qm: ceIo existe, ha 1 tu reinos (¡uc z<— 1 1 
debe ser divisor de la ecuación propuesta (núni. SGS); ensaya- 
remos CEta divisioQ, y hallarctiios el cociente exacto x'—2z+<. 
La resolución de la ecunciún z*^~í, 6 la eatraccíon de laa 
raices, so cenijiiende en cate método. Y a^^í c3 que x'^l7dá 

1=3, 1, I, 3, 1311 — Víf 
y furmando el valor de i, llegaremos i bailar i^l, 3, 3, ... 
y do aquí sacaremos 

í='J^V=2,57l2B!a. 
675. Del mismo modo ec trata la ecuación I0'=39. £upr»- 
met lugar ballamoa que z cslá entre I y S; á tabcr 



i+- 



£n seguida ven 



r' = 3 + .-. 



=23; 10X10 =29; 10 = (3,0) . 
está entre S y 3; 



io=[3. !);'x[a. y 



guida. Luego 

1 = 1, 2, e, G, 1, 2, 1, 2....~ 
Este valur ~>i ttlá «proximuilu : 
cifras üocimalLS ciatloa 
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10* =23 nos dá r=l, 2, 1, 3, 4. 17, 2= ?|¿!} = I, 3617278, 
De todo esto concluimos que sabemos resolver, por apruximacioii 

la ecuación 10* =6, y como podemos tomar en lugar de 10 
cualquiera otra base, sabetnosy por consiguiente, calcular el lo- 
garitmo de un número en cualquier sistema. 

VI. MÉTODO DE LOS COEriClElfTES INDETERMINADOS. 



Descomposición de las Fracciones racionales. 

576. Siendo F y (} funciones idénticas de x, es decir que 
no tienen sino una lijera desemejanza provenida del modo al- 
jebraico en que están espresadat^: no es necesario para que se 
verifique la ecuación F=(^ que demos á r valores conve- 
uientcs, sino que debe subsistir, sea cual fuere el nCimero que 
creamos á propósito atribuir á as. Supongamos que por medio de 
los artificios del análisis hayamos llegado á ordenar á Fy á (p, ba- 
jo la misma forma con relación á ar, y que esta sea 

a+bx + cx^+dz^+,,.. =A+Bx + Cx^+Dx^+..,. 

como hemos supuesto que entre F y Q no habla sino una di- 
ferencia aparente, debida únicamente á las formas, en que es- 
taban espresadas estas fracciones, y como ya no existe esta 
diferencia de formas, debe hallarse en un miembro, precisamente, 
lo mÍ2?mo que se halla en el otro: luego 

az=iA, bzuzBy ci=,C .... 

Y con efecto, ya que la ecuación debe subsistir en todos 
Jos valores que damos á ar, si hacemos íi x=0, tendremos a=zA» 
£i3tas dos constantes no han resultado iguales por cbta stiposi- 
cion; lo eran ya sin necesidad de ella, y la hipútoEia no ha eido 
en el caso presente sino un medio de poner esta verdad de ma- 
nifiesto. Hecho esto, tcndremo.s aun, sea cual fuere x, quo 

bx+cx^^ .... =iJjc-f Cx^-f- ... 

dividiendo pur x nos rcüiillará 

6+CÍ+ .... :=,D+Cx+ .... 



v.iliéndor 



; del I 






Bpgiiidtt que e^C-., 

V tai Qs que ilailt qne se* iinn. funcUin F. iletipun ie ha- 
berncM aaeguradd diroctaaionle que es siicepiible ¿c íct e»pre- 
eaiIb bojo una forma representada por 1", que contetign los (ine- 
ficientes ciinatantes ^, B, C... es fácil biíUnr estos inIiticrD-'. 
].° E se r¡l)¡ remos ¡a ideTilidacI F=.(í. pd k cu«) í" es la finr- 
cioa propuRíIB y <|) ex valut piiGslo boju otra Eirtnn. qac ho- ' 
rnnfl reconocido convenirle, y qiip conlitnf los c'rw^/icimfí» íni/íitr- 
piinadaí A, B, C.... •>, ° Ordenaremos por medin do los cbIcuI>>« 
cmivcmcnlcs loa dos mieinbroa f y Q ergim las iMlencíasde 
íi 3,= ígualarcatot enlre lí loi lir»\ino' afittadu» tie laimi/mat 
potencia* de]xi 4.' Por iillimo, tUm'mnninat entre rstns ecua- 
ciones para sacar de ellas los valorte de lia cnuEtantea incn^ 

nitat .1, n. a... 

ApliqlK'iiíoa aliara este principio á varios ejemplos. 
577, Siendo .V el nmnrrndiir de una frnccion raciftial, j O 
el denomiimdor, prnpong-snioa des cumpoecrln cu otrr.j cuya suma 
sea la fracción prupueeta. Siompre podemos hacer, por modín 
de la divirion, que l-I grado del polinomio A', cou respecto í 
X, sea menor qUü el de O; y qu c.-to cstndo es en el que to- 
mamos la Trnccion. Rea D^ i'XQ, P ,v Q fon dos poliníimitif 
primos entre ct de lo^ grados ;>'y ;, en virtud de esto htig^mos & 



A- J)x 



7—2 



hRe 



U I. , 



-I 



ÍÍK 



,._a 



_+-+ii 



s nlii 



f> ilepominador /5.= P>it¿. multiplique- 



mos á.3r +..,.por P, yfi^'r +,... ¡lor Q-. esloí pro- 
ductos iCTÁn dul griiiifí p-^Q—l, ea decir que formariin un 
juilinóiiiio f-oinpleto cu^o jrndo scri une unidad menor que /í; f 
como .V os i lo moa de este mismo grado, sígui-acque ei compnrm- 
DUM cada tiTmino de .^' con los del producto da arriba, taca- 
remos p^"? ccuncione» oiilre los coefidcnlos incúgnitos 
.í. .í-, /I, «■ . . . . 






rliid de qu' 




Iheradorea tienen q J p tcniiinoj; estaa incú^uitos no eatau ele- 
vadla sino at primer grado, y el cálculo nos proporcionará me- 
dio* para balInrUs con brcrcdud. Queda pues prnbüdo que la des- 
composición ijiic hcm(»i indicado es icjíiima, y el actual cál- 
culo dd los valorea de todas las parles componiiiitcs. 

Y bí P y Q fuiíBeii también descomponibles en oLroa füc 
torea que fuesen primcroH entro sí, sin tratar de delerminar á 
J, A' B, B' . . . . recmplaínriamoa cada fracción por otras fur- 
iradas bajo los mismos principios; es decir que para denompo- 
ner la fracción racional prupaeitit, íi precino hailur luí factorc» 
jirimeroí eiií re lí de au denotninailor, í igualar cita fracción, á 
vnii tirie de fractiuaei que tengan p"r dtaaiHÍnadorcí ú citas 
Jactoreí, y cuyos numeradora sean poliainaiot que rapectitamenle 
ta^an un grado «no unidnd menor. 

Por consiguiente, ígnabremoED acero, para resolver ol de- 
nomintuIoT en bus facloros airaplca: en cl resullado do esta 
operación pueden presentarse dos caeos, ó D no tiene sino fac- 
tores úosigualcs, ó tiene fuctorcs iguales. Sxamiucnios estos dos 
caMM ecparadamcntc. 

1, Cabo. Si D=:{z—a]{x¡—b)[r — c¡..,. , eentaremoa 

JJ x-a'^i-b i—c"^"" 
Eolo 3C trota ahora de delerminar á A, B, C... por medio dcf 
procedimiento que acabamoí de esponcr 

Por ejemplo sea íí=(t — u;(s! — 6): tcnilremo3 que 



k-x+l = J}[r — h)+B{z — a) 

^{Jl + B)i.—Ab — Ra " 

y ast h=A+B,y—l=Ab+Bit 

j fiDalmenlo A = -^l±¿ y c=-^±-' 

I iguoJarcinos cl denominador ■ cero pa- 
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ra hallar sus ractnrca Liiiúmioí: i' — i ^2 que nns ilú z::t9 
y ^1; cslOB son los valores do íi y nilel ej'.-mplo auletior. 
ToiíJrumos qiio k=. — -í j i;:^^; y ofií será 



liiillarcmos que ^:=Jlu^■^nx^^'{^(Tj+x'{C—A—^]; 

lutígo\~ A a',B-\-C=0, C~A — fí = ü: 

y L'liminandu, tendremos los vulorcs de A, B, C, j im so^iila 

Puede nplicnrvc también cl niisnio método cuando D tiene Cic- 
torcs hinúmioa imojinarios; pero ile ordinario ec profiere, til c»le ct- 
Ho, no creclunr la descomposición eino en ruclorcs trínúinioe rente», 
tilles como x'-\-pt-^q. y la rmccíou propiicEla, en otros riucciuova 



.ír-4-n 



t'- 






hallaremos iiuoC=:j, y R=.í = 

Del mismo modo — 
noEtU — J=;B=C=J 

11 Caso, Cndo factor de D, ijiic Itnga la formo {z — n)' tli ln- 



Ax+n_ 



gnr ¡¡ una fracción compone: 
pero como cütu fracción i 



1: ttal Cl 



+ B/ 



lambicii duscompa oíble- cscribircnio* 
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iñagdUUmcnte en lugar de ella, la suma equivalente 



{_*)• (.-«/-• (.-a)-* 



Con efecto, es evidente que reduciendo al mieroo deaonii- 
Dador, remilta que el numerador tiene la mÍMnafonna que ante- 
riormente, y un uíúucro igual de constantes iocóguilas 

a.»4,x«4-g = -i 4. g • C , _^ , E 



)« «4-1 (»— 1/ X— i 

noe dá por aomandoe de la fracción 

— ^— i _ I + J ^ 

X (t+l)« x+l ^(x— 1)« X— l' 

Del miaño modo hallaremos que 

<*-i-iA«*+»+0 * U+i/ x4-i "'"««•i-x-t-i' 

Si los fiíctorea iguales del denominodor fuesen imajinario«, 
aun coando se podría aplicar el mismo procedimiento, será pre- 
ferible reonirlos en factores reales de segundo grado, bajo la forma 

2 4—1 2¿— 2 

en cuyo caso el numerador es Ax + Bx" *+ 6 mas 

bien tomaremos las fracciones componentes 



Por ejemplo, haremos á 



ix^\)x^{*^+2y,x^+iy 

x+l "*" X» »■ A^+T (íM-lJ" í*+l 

Y el cálculo nos dará 

578. £1 frecuente uso que se hace de la dcscumposiuiuu do 



TUS fracciones rsciocok?, hace quu Ei^a mui i'ilil el m¿lo<lu«< 
guíenle, porque nlircvia los cálcuioK. 

I CíBo, FaUurct desigunUt. Sea !>=;(» — -JJS, representan- 
do por S un produelo compuesto de factoreB difereiilca todoa 
del x—a. La derivada de la c«prp»un de arriba es 
D'^S+{x — a)S'; eeiiUrcmos en seguido (•) 



A-, 



_'-| — ^ y dQaquÍ£acRfemosqueA''= JS-f-P(í- 



Ahora ae trata de determinar k conitante A, sin cenocor 
el polintmio P. Si hacemoa á x^a, y reprcaentiunos pnin, ly rf 
Isa cnntiíJndes en que se conviorlen JV, S, y D, por esta lii- 
pútcaia {en lodo lo que se va a aeguir, haremos uso de esl» 



notación) 



que J':=»yn=J»;ypor tanto, J^i=^ 



Luego reemplikt'e d denomitindor D rfe ¡a fracción propvuta cm 
,11 derivada D'; en í^uh/o cániW<« x En ti ji letulremot ti rw- 
mtrador A itt í» fracción componente cuyo denominador et x— » 

AiíiDismo deberemos hacer á x=li,c en ^ para tener los nu- 



fracción componente ei 

A _ 1 

px+ p 



¡(a/omio px + q, ínJujíirrfcx a. 



*+4 



f i numcríii/oí- A de la. fracción, dcler 
tado por cí corfti-itnlr. p de x. Aii es 
fi+33x __ A 



-: pero para hallar 



I multiplicar el rriul- 
: IcndrentM retpecbi á 



precito ¡ustiluír \:=^]_ 



ciultildui por -^2 'J -{-^i y <"' liallaremoi qi-t 
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mcridorcs de — - , de en el supuesto de ser 

D=(x— a)fx— 6)(x— c) 

Respecto á n^fízl'+lL, sentaremos -^ = ."Z^'^if+fi 

pero como tenemos que I>=(x—l){z+l)(x—2)jr; hagamos, en 

virtud de lo dicho á » = !, — I, 2 y O, y tendremos á 2, 1, 

—4 y 3 por resultado y la fracción propuesta se descompone 

en J^—l^-JL+l 
«—I x+\ «— 2^^x* 

Sea la fracción : tcnil remes que —.= — - ; y como 

(núm, 543, 2.0). 

*•— l=(r+l)(r— IX*'— r+lX«'+«+0 
Para los dos primeros íactorcs, haremos á «=d:t,y teto- 

dremos ±|; el factor siguiente dá2 = — (l + V — 3); de don- 

X 

de sacamos 

2* 32 14: V — ^ 

son fáciles de hallar los dos fracciones componentes; rcducicn- 
dolas á una sola, tendremos I — 1 . Finalmente, el cuarto 

factor de D indica que basta cambiar á r en —2 en este úl 
timo resultado. Luego 

II. Caso. Faclurct iguale». Sea />z=(x — a)*; si cambiamos 
á X en a-)-^ en JV* y Z>, estos polinomios se convertirán (núm. 503} cu 

A'=n+n'A + .Jn'7ií+if»"7i3+ , y 7>=^* 

Dividiendo estas dos ecuaciones y poniendo ar— o en lugar de 



F 
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h, hallaremos que 

Y OBÍ la frrw.ion propaetla te úacomfiane m i fini-rimirt, 
cvtjoi ilenominadortí (on iui cipretionei m fue te convicrlcn N, 

N', J N"....cuani¡i> liaecmm en ellot á x:=b. 

Par pjetn¡>lo, '-' ~ - ~ : como el numtraJor tiene por Je- 

TÍvadü!) ú Gx — 7 y ¿ G, hacisniln on ellas ñ c^l, obtcDilro- 
muB i 2, — 1 y 3 por nuaieradoros du lu^ rrucgimicii cuma»- 
nontes, us decir que 

Pero ai el denoraiaador coniianc otros fucturcd ú uub cmi 
[x — ij*, y toiicma» poí ejemplo que D^(« — n)'-S, híciiJú S 
coiiuciiln poro iiidÍvÍEÍblepor * — n, Htntaremos 

y lie aquí sacareraoB cjtie 

cainUicmoB á x ou n + tj en csla ecuación idúulicn, y ilcsarro- 
lleinaa (uúui. 503) 

1+n 'ff+WV =yV+p'y4-[p'y+ ) 

+C/+/'y+l /■"?■+ ) (*+.v+s-'y+ ) 

conaervaniio aieiiiprc 1n mísina anotación ijiie autcriormcnto res- 
pecto á n, d, .' y/. Compárenlos ahora tou nacficícntes que en 
Jos das miembros ct^lan afectados de laa raisniaB potencias de 
y (nijui. 6"6), y iciidrcmos 

»=/., „■=/■.+/,', »"=/•■.+ j/-.'+/.- (S) 

,.w=^!«+,,y('-i)+,,|^,i,.^:M)+ +^.m 

rcpr-escnLauíod cu eatc cseu pur I un eiiteru tualijuiuru ^i. V 





asi es que Cilaa ceuutiuuGs nns dan í f, /' /' 
tiguicnte el JeearroUú ile Ib primera parte. 

r 



. — / 



ir 



-1 




(,>_„)• (^_^)' (i-a)- (r-»)— ' 

e.tflctsnicnte la mkma que hubiéramos Iinllndosíla Tibí 
puesta no hubiera tcniíln aino í (r — nj* en el denomini 
cstA cuuaciun Eacamos quo 

'•=/+/'-<«-»)+ir'.(»-./+ (T 

por consiguiuiito conoconios á í"; y tninlremoa en la 



D 



(^-a¡'S 



Si-'a por ejemplo 



Esta ¡dciitiikil exijo qiio ¡T — n) eea factor ilc JV"— Fíí; ch pi 
cido que efectuemos la división parn hnlltir el cocionle P; 
Rc^'-iinda partn iIc la fracción propuesta ea conociila, y es |) 
L-iso que á su vez 1a dcacompongainoa, 

'-_-1_ 3i!'4-]4«'— r.tH-3 

hagamos í x= I cn S = r» + i=3, S'=:3j + 1 = 3, S" = 

JV=5i' — 13/'+....=:4, JV = SOi'-...=;'Í, JV"-=IO. 
Luc-o 4=3/-, 4=y + 3/, lO=9/"-t-6/+a/, 
y oii8íg.iiil»/=3,/=-l,J/"=3, F=?-;r-1¡+3;i-l,'=3i;'-Tr 
Bi restamua el producto. FS de A', hallareiutra 

2t.-ai> + |5i'— 11^ + 3 
quo ilivididú por (i — I}», noB d& P=:9í — 3. 

Réstanos descomponer, por el primer procedimiento, i 
F 5j-3 






liDcícudo : 






¡ + A+7Í-Í- 




obsérvese qun, ImbicriL sido miri corto en ealrvjemplo de 
terminnr desde liiPgo las (loa illtíiniR fracciones, liicienilo 4 r=;- I 
y O en JV y D'; cnn la cual Imbieraniod hnlkdo que 

ji' __ _^r_ . 5 ^ _ £ 

o la— l)^ ar+1 x 
Trasladando estas últimaE fracciancii y reduciendo, lialla- 
X_: que csii 

comprendida en lo mistno que ya liemos viilo anlcrionncnIe> 
y ca mui fácil de descomponer. 

Asímiimo, rouncclo á _ =: ^ItL '^ . ■ T ^-fl". ' cnmu 

, sabemos ya que í)=:(x+t)'(r — 2)(r— 3), haremos á i^2 y 3 

tn.VyD.; y tendremos las frnccicjncs —. - — — — ; rcslandulas 

de la propucBlfl, nos quedará — ^^--, cuya fracción c:, la que 

se trata Je deten mponer. Pero como se baila que y= — I y 
y"'^l, resulta por (iltiuio, reuniendo ciios portes, que 



.^■ 






^ SiAre la coniurjencia de ¡lu léiia. 

La fUma ilc Ior n |innieros términos de una eúrie no 
pueden lomarse por valor npruxiniado dn su totalidad, sino cuan- 
do cata aéric es eonrerjetite, es decir, que rtia ttima le arerta 
lanl'i mai lí un íímiíí, cuanto mayor tomamos í n; ceta límite 
ec h auma de toda la serie. 

Bs fácil conocer ai loa t6rmÍnoB van djiroinuyendo, ñerapce 
que tengamos el /¿rmííiojcaeral que es la espreaion analítica del lir- 
mino que ocnpael (ndea n-, pero pueden disminuir loa términoa sin 
que por cstu eea la serie converjcntc. Así es n.uo l+{+!+l-- 




psuna eéríc ilivcrjcntc aun cuindo el térrolno jcncrul — dos dice 

que loa términoí vin dUmimiyendo ain intcrinUiaD. Con erecto, to- 
inetnos otros n térniiiioj, desde el túrmino qiic ocupa el orden n un 
«didaiite, y tendrcmoa. 

Cailn lino de esloíi túrmizioa es visib 



•¿n 



^nX^,i>\; así mümo, U suma de Im Sitlúiminos que ib li- 
guen í estos, es también >;, d¿c. de modo quo k suma total 
pxcede á (X a;; y ]Kir cimsiguieiitü no tiene limite. 

I. o Cuando 3!<1, la progresión por cocientes a+nr+m'... 
es C'inverjcntc, porque ademas ele que bus términos van drcre- 
riendo, tenemos «¡ue laa sumas tomodaí, principiando ild téi mi- 
no del urden n, soa 



x" +.' 



■'=-"[H 



n+I 



'(^) 
+-'+'=•"( S).-- 



vemos que siendo z^l. eslas fumas son. ú mcJiíla que n nii- 
nicula, cada vci mu pequeñas, y se dirijcn ^ ser cero. 

2.° Si conocemos rl t¿rniinu jeneral u de una «irle u,-]-u, -f*"! > 
cambiaremos á n en ti-f-l, y tendremos el lérniiuo del úrdt-a 

n-f-l. y oi cociente í'= ~... será oí fuclor por el cual 

niullipUcanilo nu término nns dará por producto el lérminoFi- 
[^nicnto. Luego ti loJoi Ion lérminot tim jmiilieo' y ti iidnnm, 
cuando liamiit á X tialnrcí griindei, if enraminn f Itiiña nn li- 
mite L> ttrá la tirie co»Berjtnte ó dieirjenle legun tea ate /[■ 
mií< L<&>1. 

Con efeclo, «upon^mos en prtffter lu;;or que T.^\, y\a- 
memo? un ni'imero cualquiera I Íuterme<lio entre /.y I, de m»- 
do qiie sea L^t^\. SupiiCElu qno Fconverjeliúcia /. á me- 
dida que crece n, RÍfriinsu de aquí que partiendo de un orden 

m 



J 



r: 

^^V n Huñcien (emente alln, 
^H Eo Be fjiiiern á £., y p 
^^^^^ anearemos que 
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el factor F ee «proiinmri taolo cuan- 
lor coniii guien Ce llegnrú á mr ^t; y de 


'",,■"» + .<'% + ,. ". + 3<'",1., - 


^^^^^^B^' y CQiimucIía mas i-sKon 1. 

^^B^ y sieudo CBtoa téiuniui 
^V ' pTogTCB\on jeomitricu u 


OS cniuecutivoB nienorca que Iue de la 
,, l' + .*4-''+ ■ ■). queeici.nverjeole.ai- 


gucsB de aquí >\\k k 
Dl'I iniditiü modo 


fe prueba .¡ue «i L^l, los línujaos 


(uamútrioa cuya rsKaii Jesiiiayor que 1, ila ente moiIo liallarc- 

inos tcimiuoi i\w serán tuii groiiJes cunul^) nuerunoa, lo cual 
noB maniHesta que la sOrie es divs^jeiiio. 




i íí+a)"* , eo deduce del Mmf, páj. I« 


y de Ib relacign 4. páj 


. 5 quc'.F=:?~-. — ; ctlaiilo miB crece 


n, lotito ma? ac nproxiinn'P o1 llrnlto ^V» cuyo "falor llnga cslo 


jiictor cuando «3= CO; por fonmgiiiente íafürtnTita del bin&mioe» 
coiivorjfiíilc ú diverjente segim Bea'í< ú >n. 

Lns doH tranBfijrmacioiiES sisuieiiles' son tiiui ncomodaJís 
jtam aumemiir la eonverjencia' Ac RStii sirle. 


lMi-< ».. ..ia»fi.a=^ 


' ' +s= " - "» 


,7< + a,"=."'(,_ 




''+"="='"!■+" 


<.í-J+"'^'(^)V...i 


;„ -^"'""i-+H^)+^^'(:i^)V.i 




.^ 



respectó & ta 1«i qno «iguen los oocficicutef. *éau pfij, 16, , . 
2>omemi»lii awiul + i + r^-j — f_ + ~|— - +aLc. bu l*r- 

mino joucral _-í— ^ nos da F = — ^— - ^"J'" '''"''^ ^'' "^ ° 

cuirido n = c;, ¡lor coni^ignienle, esta sório os converjenle. 

3. ° Obaéríose que cuaiiilo ui>3 sferic camiene lérminos nc- 
g^ivos. íii cambinnilo Ins — ' en -f- hilIssetniíB (¡iiu liai con- 
v«ijmdn, coiicltiireinos que Futa niÍÉma- propinad lietie Ivtibien 
higsT cilla propueela: poniiie JcbieiiJoieítaraeloiitérmínoH negati- 
vos de kM pflaUivi)», nohnccn mas i)»e disminuir la Bucnit toul, y 
jwr consigijienie BílOfl contribuyen á auiQeiilar Id converjeneia. 

Asi 63 qrip respecto á i Lj — f^^'-j-i -- ' ■ ' - ^ &.c. Si 

tiacemoe quo todc)9 sus términos ac«n p^iliyoR, jiallnrcmpF qtic 
pl "Término j ene te I áS' dlir o» 

^.,- ^"•-' ,. „ _ ?"+■ 

"" ^„á.J.rt*^— I),' ""+' a.a....a«(in+i, ' 

í";^ í — r-ir- 1 cpmo Ui suposicioD de ri^ X iioadaF:=(J, 

■■* 2n(2ft4^) ■• . . «^ . j 

Wst'^*Sjí"'\]f TÍ^fiíi ?■ -<''3^''^^'jíf.- 'P?f "^"^ f"-^^ haciendo 
á í"<l, balluremus ipie i'.¿4n'-|-2"- ^i tuniarops ii 4ii*>i', 
•! '>>ii'i vemos que pnrtienJo del lugnr ¡t v.in loa lérminlis 
dianiouyendo. ' ■ f. " - -y i — 

4.° ruí/i léWe cuyoi ítTinmüififncn atnrnctivnnienlr. Im si¡:- 
not -(- y -^, tt c'in^t^ente, «Mb^fVe que c^Mt.táj^aiiiu)» lUtminuif'tn 
«n M(^i-Tii/»íim Dtia rff/iHií/íríf-ii. l'oPliiPÉesn— 6 + c~£/+,. .; 
como caihutérmiat) rwfsiivir puede, rettlfirse ;d«i .fi^oeitifo que le 
^rsDMln, ou teneinoB mas ((uu bínSmioa pusitiv(iii, y bu, snino 
adquieRiel'.si^o +: por otra partí; podraluoH eBcriliir .del ni'i- 
liutigiúi-ata la csprc^ion (l« arriba a~~\li~-c) — Id — »).—ya úe- 
be aei Buyor que lodo*, las paites su al* olivan,. .I'^ru |iud«mi» 
imnar >p«K a iil valor de un lérniino bastaute lojauo en I* tt'rie 
con -el otijeM iIp <|U'! diciio vslot soa Un poqneño cuflQto.<|ue* 






que lustria i—i+j—i. 

s cuando Iodos los Bignos goii +. 
Véase ie Coari d'analyít ilo M. Caucliy páj. 113. 



IweU el 
erjcntc, auncmn- 



579 Tuik frnccktn racional, orilcnaiia. según las potencias ere- 
cicntCB de X, y cayo numufodor A" cu de un grado una uni- 
dad menos elevado que el dciiomiiuidoT D, puede desarrollara 
en una eciic in&iiUa ^í + D-e-J-C^'^-Di'.... ; esto resulla da 
la división de A" [lor D, supuesto que el cocieule ao puede te- 
ner nunca potencias negntivus ni IVocciouarías Je x. Enta diti- 
EÍiin podría darnos á conocer á loa coeÜciemce .4, B, C... pe- 
ro se prefiere pnrs confpguirlo el cálculo siguiente, qtia pone 
de maniüesto ia leí de la si'ríe. SitpongunioB i|ue sea 



.+i,. +,.-....+t.' 



Reduciremos primeramente á un ( 

da compararemos los 

les, de este modo la 

ra determinar á A, B, C....(; 



=.a+i3j;+Ci'+ Dx'+... 



caniuii deUDinínaduri en icgui- 
quc I ticilB cs¡>oncnLcu igua- 
dividc en otra» que firvrii ps- 
1. 576 : el dcnoBiJaaclar tiene 
nada disminuyo la jciicralidadi 
porquo siempre pudremod dividir á JV y D por este primer leí- 
, etial fucic ' 









d+Bí+í-'i'+D'.. 



lx. + .. 



La primera de esi: 
a B, la tercera á C... l'inali 

do aquí iV:^: — JVa; luego u- 
la i¡ct prñCüdcnU yir — a.V.. 
greaion pur cucientciy, cny^L r 



que a=:^,/!+.4n,=0,C+Ba=0.... 

os dá á ^, i* segiinth 
inte itiendo M y JV áon cueficien- 
, tcndrcmoe i[ixo JV+JiIn^yy.j 
térninu cunlquicra ei el pToiae- 
•s duulr que la serie en una pro- 
i'jn es — al. Tuduí los tcrntt- 




■B bma* onoe ¿k otros svceiinBeMe fMiemAo ig¡ pti- 




_ = a[I — a<+„>.t_»>*». (.[_„,».. 



Ei tírmimo }r»er«l Tó tt terraiiio que tiene ■ lenniíua dekn- 
le de ñ j </ Urwüma witmidario ^ , ó la suma <le Io<> ■ prime- 
■ [núm. 144] Gon 



r=<t( — ni)",5 



-{- 



l + aí 

Reciproca mentid, si ae ncn da la serie j la Ici que la gnbiei- 
U8, taeareuHja inui pniato de ella, la fracción jencratrii. pntijne 
el primer término a ea el numeruJiir y el ileiuiiii mador ei I — 
la razón de !« pro^reeiou- 



Por ejemplo 



(ilivitlieitilo nuuieriiloT j deno' 



luiíiador por 6) Ja csLa serte, cuyo primer ténniao a, ', y liJ 
j'i l(I + 3'+í*'+"-Ji finsluieotc ballnrcuioa <¡uc 



V EÍ se nao dá eala acri^ j m leL, volveremos á liallu 
id fraccioD jeDeratrii ilividicnilo el primer tenniDu J por I — el 



R«pce[„i "-'-7 — =.9 + B*a-Cí> + Oí* + 

I + nr+l^x^ 

Itudremofi nuco+6í = ,3 + B r + C i.'+D U' + 

+j«i +B« +<;« + 

y en BegTiiJtt J=<i, B+Jn, =(-, C+Bfi +^P=0 Uolas 

ecuaoiciies nos dan auceiitvs mente \oi valorcudc .d, /I, C....; la 
)iriiiiera .;3^ii puede también taearae dula ecuodou supu<^a> 
liaeicudo ell ella, á t =0. 

«ean M, Jf, P, tres cuelieieiiLea iiiiIclermiuadOB cun*ciitivoi 
d<.l üeaarrwllu¡ di:! c-lculo de arribu íc iiilicre qti» teudii-uio» 






S06 Ai.frnRA avFEKion 

Í^JjV-a-f Jtffl = 0>' dcaHmaacnreinnsi|iieP = — JVa— MS 
luego un tírmino rulíi/uíeru de la lerit le ¡atu de lut doÉ pre: 
[edenleí mtiltiplicailoi uno por — ax, y ntra ¡lor — Px'- Se ülj ser- 
va qiio -cataa faciorcí, rcítiíJafl de 1, dnn el üeroniinadur de 
la rraccion propuesta. Para ilesa rrolln ría, es precifio on Tiriinpr 
lugar hallar las dos primen'^ \.atal^\OA A-\-Bx,ytí sea poi .mu- 
dio de k divÍEÍnn 6 ya velieiiiloiioq de los ecuaciancB A'^it y 
B:=6 — oai y un Bcgiiids con ol nutilio dulas fnctores — aiy 



EC Din dnií'U íerie y su Ict, HReendere- 
moa á In frncñon jeneralrit, //tic e» lii finuí l.ilnl de eitainiít 
halla tí infinita, por' modki de uD'icikuhi simple; 1 -maioa lúa 
doB 'ftctorae, forma el trinoniio''Qenon)inador l + m-i-ISi*. £i) 
emntd al nninerador u+iliB, teneinoi (¡ue a:s.d,'6=B4^.4a. 

Por ejemplo — — S^^ — .^T" iliviúicmlDelouraerodor 

y dEooniinador por — 2; los fuctorea aon — ¡e, y +1'*: ademss 
liatlomns (j<ie— I+JiBoü los dsa 'prtmoras lérminns; de'!a serie 

— l-(-j* — Jc'^iij' — ....Y recíproca m ante, eí Conocemos Ih s«ric, 
es decir, 'si tenemos los dos primeros tc'rminne y loa Tiiulures 
~~•^'^•hi''• cstoB, rostadns do 1 dnrnn iiimeSistameiltc , el deno- 
minador de la fracción jeiicratriz; finalineatc Icndremoa que 
a.--.ii_l yfríu^.'dá ai]i« VeciUta el-ndiiierjidoB. - ■ t 

,..,,. . ,■' n-i^t'^'-í' ' 

li'iUareiiiDs (]Ti6 ios irCB pfimeiw -términos de la •erlg-'vos dan 

iIg cuyTis ocuBcimiOB sb sscnn. liísTTdorca de ^, O y C LosUt- 
niinos E^i;;iiicntcs ec deducen du eslat>, lu luisuiu que arriba, y 
euat^ caefíuiettea EiicMtros ^tSnirgBilirtDnno ei por esta iKiii^ 
clon t¿±=' — ''P n — JV'fi—My', de -Motlo nue un (érraino ou»!- 
qui^ra ae Baca da lu* tres proco *3*tt.-s, multinlicáiidolos por 

— a^ — fí',' — y^- Y recíprociiiitjritL'pwlotnM DicruAct^daJa 
sene á l.i IVacdon íiMicruIria »|iie osprasn In tuina IMsIdenque- 
llu. Eüta L'i su Oütlende {% loilm hv fniodeava rnuiunai«ii. 
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580. Se liama RecurrerUe á toda señe en que CsdA témÚDo te 
deduce de los que le preceden, nniltipJicándolo« por cantídmde* 
invariables; estos factores se llaman Eteálai de Rtlncitm, A0Í 
es que los senos y cosenos de arcos equídífzrentes (füím. 36 1 y 
54S), las sumas de las potencias de las raices d« las ccuaeyv 
nes (núni. 553 j, forman series recurrentes. Diremos pues que 

toda fracción racional cuyo denominadores l-f a2-|-/^s' ,,J^^x , 
se desarrolla en una serie recurrente, cuya escala de relaríon etlá 

formada de los n factor^ ^^ítr^— (!z*,.... — !*;•?•• f»nm^r ht^ar 
se determinan los t primeros' términos, ya sea por ta éi^man 
ó yn, por los coeficientes índeierminadof; los ténnitM» sígMievIep 
6c dedNicen en segfuida socesiTaitenie de ectoi^ 
Por ejemplo 

Los cuatro primeros términos F<?liallan ftcílmcntCf y cor/jo t^Wi- 
dicndo arriba y abajo la fracción *pr*>P^'^« V^^ — ^» obt/;n4 re- 
mos por valores de los cuatro faetoresá ¿r, J/» — |jf« y ^%<«|a enct- 
la de relación «rve para proloni^r la serie tanto cnMnU» querariK/*, 
Es ademas inútil recordar qnc sí Uh t/rmíno* d« la^ «<rrf*s 
van decreciendo dos aproxínianemí» tanto mix sl^vator t/>ttJ, ciao* 
lo mayor sea el ndDien} de iktrmnnm: pero ^yrjc no cr a*í rmi*dr/ U 
serie es divcijoote, y que es f^oci^fo tomarU eo <u U/Uf»iia<i ;,a/a 
qnc represente la fracción cuyo d*ínrro!I ^ c?. ' /Vij"? tiúut, uu. y íí;í;j 
581. Hallaremos c¡ término jtn^r/U Tac íojí P4:7%ft. r'j^^iiir^uUji, 
Desarrollada que sea la fraccí<ifj pf<*^itfM''i /', u^Aruhfm qu'; 

conocemos los i primeros co^ciente#t A, fí. C y la k'í áf U y<.- 

ric. Para descomponer á Fen fraccione» de pntner ^t^U*, lialía- 
remos los factores del dono:nínad<»r; para d cfcrto cambiare- 

iKOs á X en i é if^aUad > á cí^o, tt'U'ircmué que rcttÁsat una 

y 

ecuación en ta qxi« «upoocioo^ dcaúli: Iu«tgo q';c iaj raíces ^ » ^' :^ . •• 
son desiguales, á sab';r^ 



ÍBRA FVFEBIOH. 



=(i/-í-)(!/-^')( !'-«")- 
mnjinivrias, raciunaleí ú irra- 
Volvamoa i recmplaisr of|i[í 



r' = [I_í-í)(l_*-*Xl. 



Eitas raice* son ademas re: 
ciaDilc?, poBÍtivas, negaLívas 

5 y con _ y leniirümoB 

l + <i« + P''+-+fl 

y ilfl aqui sacaremos que 

liemos enaeTiado ya {pnj. I9C] el media ile iletorminar laa coox- 

tantea K, K,K" que aoii por consiguiente couocídas bbí como 

también lo stin k,k',k" 

Poro cada una de efltaB TraccioneE ec desarrolla en una |irii- 
gtcsion por cocienteB; la enría (I) es la ^uma 1¿rmino con ter- 
mino de estos t progreEioncs: por eonxig'iiicnte el término je- 
ncral Te-^i la auma de sua términos jcncrolcs. Y asi teiidreinoa quo 



■^1-*' 



-+■■■■(«) 



T=[Ek"+K'k'*+K'k- +&.c.)x 



.,.{3) 



Luego para hallar el lérminn jciieral T de la mrif. rttu- 
rrtate prapuata, y dcMComponer ala lerü ea pro^retianet pnr ca- 

denla ^ue ¡jilat ¡a ttngttn ü elli por lunuí, ei precita igualar a 



cero el dcnominndor de tafrat 
hallnr lai raices lí. k' ,k" 



1^ y cambiar il y. 



i - ye. 



tes-j¡da 



k',k" dceii'i ecaoíion y'+ tty'~'-J-....=0, 

estas raicea serán (lommlns con signo contrario) tod factores de 
I en lus denominado res du las fracdoiiefl coinponenttB (2) y laa 

razonea de las progresiones serán *■«. k'e delernúna. 

dos qne sean los coericientos JC, JT, K'' , nunteradorm de 

CitA» rraccioncB, tendremos conocido el trrminojcMcral 7"(3). 

Un el ejemplo de segundo grado que liomos propuesto paj. SOO, 
se iguala á cero el denominador ¿¡.c, y tendremos y'+'y — St=U; 
! y:^;, í=x — 1 1 luego 



-JK— ll"— I-'c 1-1 



I 
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las dos progresiones componentes son 

1+i^ + l^' ÍIO'* , y -2 J l-x+x»..,.(-:rf J 

sumando los términos del mismo orden, hallaremos la serio 

— l+{,_7ca cuyo término jeneral es 7'=[(jr-2(-i)'']r'*. 

Asimismo la fracción-— J-_^ nos da la ecuación 
y* — 4y4.3±:0, y =3, é = i y en virtud de esto hallawmoB las 
fracciones componentes _1_^-J_, y las progresiones 

Kl+3x+3»i:»... 3V).y -^{(l+x+x»....»*»); 
el término jeneral es r^rJas^íS**^^ — i). 
Finalmente — ' * /— í — se convierten en 

l«-jr— xa+Jr« 1 — .^ 1 +z 1— Jx' 

Los fcérmiaos jenerales de las progresiones son 2x^, J(-x)**y -j(ix)'*; 
luego la serie l + i + 2z»+|j:«.r...cuya escala de relación es 
Ji, x' y— i^:*, tiene 'por'f(^rmino jWIeral & 

582. Como el término sumatorio ¡S de la serie recurrente 
•8 la suma do los términos sun^atorios de las progresiones ct^m- 
ponentes, hallaremos fácilmente esta cantidad S . 

Cuando la ecuación y -|~ ^ y -!-... = O tiene raices igua- 
les, es decir, un factor (y — r) , es preciso introducir en la ecuación 
(2)^ acemas de las fracciones correspondientes á los factores des- 
iguales, otras firaccioncs de la forma:- (véase paj. 194) 

la í&rmula del binomio nos d& (p&j* 13) 

27 



cujro término jeneral es 

_ , í"+'M«+s:(-4-3l....(>.+t -n^n ^n . 

i.a.3 (í— 1) 

parí, obtener el término jen eral T'dolaeumadetodisliiBlTiiccionea 
[4}, csprecÍ9ohauersucesivamentoil=l,3,3,.-'yEuDiarieBtonosdi 

T= I i4.Z."(.t, )+L"l„+,)!l:2 (-/."■ (.+ 1)!JÍ..Í±Í... ¡ 

Lna frnccionea no producen ya progrcrione* por cacientee (crcqi- 
tuandu In primern). 

Las fracciones componentes del ejemplo de euaito gtado 
de !a páj. a07 eon 

1-1, ,+,T^,,_,,.T^ 1_, 

•ie aquí sacaremoa que 

í<í mmo '+•■'+'• _ = _ » I. ' 

'■=("+l)(" + S)ln+5)-3(n+lX'.+S)+{a+l)=(«+l? 

U eerie ea p+s»í+3'i'+4»í' +(n+l¡''" 

Fioalmeale tomemoa la fracción 

Se divide numerador j denominador por B, se iguala el den» 

minador i cero y se cambia en ól ú « en -L : la ecuación 

y 
jr*+(j,t — |y»„..— O se convierte en (y+5X¡f— {)>=0i y aa la 
fracción propueela ee descompone en 



l+ai+(l-i«J' {i--l«J' l-l»: 



Respecto £ la primera fracción el término jenc ral ea ( — 5<j"; 
en lai otrna tres haiemoe i {=3,Syl en la ecuación (SJkI 
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miamo tiempo que iL:=:3, --2 y 1 respectivamente. Y así ten- 
dremos que 



3(n 



±'^!Iíl«i»._í(„+,).(lr)» y m,r 



reuniendo estos cuatro resultados; hallaremos por término jeneral 
de la serie propuesta 7'=*'* (^(— 2f +?!!!!±f!í±i "^ 

683. Podremos obtener los factores constantes K, JT, Jr'...sin 
recurrir á la descomposición en fracciones; y también podremos 
hallar los numeradores por el cálculo directo de estos ftictores. 
Supuesto que conocemos los términos iniciales wJ-f-Bx-l-Cx'.... 

de la serio (1), así como también las raices k^ k\ Ar", , haré. 

mos sucesivamente á n=0, 1, 2, 3 e^a ecuación (3) de 7\ 

que deberá reproducir estos términos consecutivos, á saber, 

A=:K+K,'+IC' ,B=:Kk+IPkK....,C=Kk*+ICk'* 

Tomando un número t de estas ecuaciones sacaremos de 
ellas los vabres de las i constantes K, JS?y JT"..... que no son 
sino de primer grado. 

Tomemos otra vez en consideración la ecuación de segundo 
grado páj. 206 en cuyo lugar hemos hallado que^ = é)A:'= — 1, 

y por consiguiente T:=z[{K)hC+IC)^\(^)]x'^. hagamos á 
n= O é = 1 , como los dos'prineros términos de> serie son — 1 -fi'- 
tendremos las ecuaciones K+K'zzz-'^i, y iíT— Jfir:=¡; y de 
aquí sacaremo!» que K^l y JTz^p— 2, como anteriormente. 

1 2 

También sacaremos las fracciones componentes — 

l— ¿I l-f-ac 

El ejemplo de tercer grado páj. 209 en que *= 1, *'= — 1 y 

fc"= i, nos dá 7'=[JK'+ Jr(— 1)**+ JT'íif ]A Haciendo á 

n=:0, 1, yZ y comparando á los términos respectivos de la serio 
Im^mz^Zx* tendremos las ecuaciones, 

de donde sacaremos que Ki:z2y iC=:l, •^'"^'l» ^^e es el mismo 
valor de T que anteriormente. 



an Aljkbba srrEBion. 
Cuaiida el denominador de F tiene factores i^alea f1— r»]^, 
odtímsa cíe luB Itrminos A't", K'k'"..... corrcspondienlOB á los 
redores desigunlce, ha! la[)ibii:p otros cuja foTniB eetá compren- 
dida en li ecuación (5) en que /= U 'i, 3 ea evidente que 

celos illlimoá términos ealon' reunidos bajo la expresión 

(«■+l'.+,W+J*....+/',.'-')r»,», 

til !a cual a', li',....f son números desconocí dos, que podremos 
(ilitener Biguiendo eL método di:l cilculoprecodeute, y formandci 
tantüE ecuaciouea como indctermiuudaa linya. 

Por ejemplo , "''"^^Il^'-i- =3 + Ci-f yj'-f- 

(i; la ecuación y^ — 3y'+^y — 1=0=: [y — 2);¡, — 1)'- La fracción 

ijue previenedel laclory— 9, e« _, qae noa dj «t tónnjoo 

A' .a" A Lbb que corresponden »' (¡)— 1)' nos dan (l>'+6''^).(iIj^■ j 

T=^2"K+{>¡f{a-+b-n)^x'. Pero n = 0,1,5,no« día 
3=K+a',6 = tír+ia' + é6';v = 4K+l™' + iV; luego JC=?, 

\ a" / 

Aaimismo en el ejefnplo de cuarto g'rado delapij. eio 
Úneme» que k^—i,r:=i, l=:3 y enseguida 

r«=i" J [sfK+iifla'+b-n+c'n'j | ; haciendo i n=0, 1,t 3. 
resultaran las ecuaoionea 

3=K+o- l = — aK+io'+ifi+it-, y = tc. 
•ii. las cuales aitcamoa que K^I,a'^S,6':=j, c'^J, y el o 
u.o valor de T que anloriormenic. 

f'taiípáj. 200 lo que se fia dicho sóbrela convcrjeneia de I 
lúe aeriea, cuya teoría ea aplicable ¿ todas las partea dd MunU I 
([ue íieuioa trotado en eete capítulo. 
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Series esponencialet y logarttmieat, 

584 La primera función transcendente que vamos & 4esarro- 
ar en series es la esponencial a . Hagamos á a=l-|«y, y la 
formula del binomio nos dará 

k*T-yj -T- y-r 2 y ^ 1.2.3 ,j 

ordenemos esta cspresion con relación á x^ El único término sin 
X es I . Y no hai para x, en toda ella, sino esponentes enteros y 
positivos; y asi será 

a*=l+¿x+j3j:»4-Bz»+....+P.r'*"'4.Qr^ (1) 

Para hallar el término A'i, consultemos el término jencral: es 
evidente que. para tomar en este el término del producto en 
que X no esté elevada sino al primer grado, es preciso no 
conservar sino los segundos términos de los factores binomios, 

6 ^— ^""^"-'•""''*~"^V— ±^-^, tomando el signo + si n 
1.2.3 ai n 

es impar. La reunión de todos estos productos es kx^ i saber 

n 

' A:=y— Íy»+J2/'— V+ ±-^ (2); 

n 

y es igual á a— 1; y según esto Ar es conocida. Ahora se trata 

de hallar á JijB,C Estas constantes permanecen siempre las 

mismas aun que cambiemos á j; en ¿r; y de aquí sacaremos qué 

a*=2l+kz+Az^+Bz^+Cz*+ + Qz^ 

Restemos de aquí la ecuación (1), y hagamos á *=ia;-|-i, 



X ^ X XI X X i 

a —a =:a .o —a zna (a — 1) 



X, t 



a {a ^l)z=iz'-x)[k+.^z + x)+ B[z^+zx+.r^) 

+Q(c^-'+^-''"V +^n^lj ] 

como a — l=A:i+^i»+.... según la ecuación (1), sigúese que 
-loa dos miembros son divisibles por i;sa;— a-; luego 

a* (k+Ai + .„.)z=k+A(z+x)+Biz^+zx+x^)+,.. 
Sentado ésto, hagamos á la arbitraria t=0, 6 á ;r=:x, y reem- 



F 
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placemos á i' p« su valor (!;} hsllBrumoa que 

(]+fcí+Ji'+Bí'+,.+PE''''..)*=[í:+S'3í+3Br'+.+''Qj!''"' .] 
y de aguí sacureuios que 

2^=f, 3B=ftJ,4C=AS,...J;P=iiQ 

La ecuación *P=nQ prueba que un foySrienía «uaf^trm 

Q, a ti pmduclii de él <¡uc le prei:eUe m^lliplicado por k y divi- 
ditndo par fu iugar n. En fin 



= .+i-.-H^+J^+ -t-^A^-M) 



635, La ecuación [¿} nos i]á á £ en funcionca iJe y ú de ai pol 
él contrario para conocer á a cuaciclo i es conocida, se hace 
en la ecuación [-9) á /= 1 ; y así ten Jrcmos que a= ! +t+ itH 1*^4.. 
Eíln florie y la (2] son el desarrollo de la ecosoion que es- 
prean, en términos finitos, k relación de a cun k; hallemoB ahora 
esta relación- llagamos en el ca- 
so presente á fr;= I y llamemos 2,5 
«al valor que adqiiiore Gntúi)ce3 3. er término 0,1Gfl66 6B66S G8 

la baeeo; e=a't-J + l + ;. + .. 4-° 0,04IGG (16eB6 66 

lis mui fácil ejecutar el cálculo de á. ° 0,00ti33 33333 33 

este ntímeroUl como lo vemosal G.'^ 0.00I3B SUSBS Vt 

lado, SBCondüac cada tciniino del 1. ° 0,00019 &4136 » 

pracedento dividido por 3, 4, 5..., G.° O.OOOOi 48015 87 

■cgUQ se ¡nuera Je la uaturnle/n 9. ° O.ÜOOOO 27557 3t 

de eata serie. Pero per otra parte S¿<:. 

con motivo de la arbitraria x, po- 

drenios hacer en {A)k kx=^l, í = i,7IG28 J8284 SI 

y el seguoilo miembro ea eniúnces ^e. 
1 
De aqníaaetmos que a'' ^=e y e^=:a. Tnlcsla ecu 
finita que relaciona á t y u; k e» eí logurilmo de a. lomoi . _ 
ti tuUvia cuyi bale et e. Esta baso e se prufiere en loa c&t 
culos aljebraicos, porque así son rnaa aencilloe, como podremoii 
juigsrb por lo que va ■ seá-uir. Se Ikmaa logaritmut neperi^ 
no» á los tomados eu eate sisiema¡ en adelautc loa seDalar 
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con el signo 1, continuando, como en el ndro. 146, por espresar 
en el signo Log> loe que tienen por base un número arbitrario 
hf y por log cuando esta base es 10. Luego tendremos qne 
k^=:]a:=: logaritmo neperiano de a, tiendo la bate e...(3) 

a'= 1 +xla+í!.l»«+ il_l»o+— Ü- l*a+....(^) 

2 2.3 2. 3. 4 

e* = l+, + Jl^.J5L+-^^- {B) 

2 2.3 2. 3. 4 

Tomando los logaritmos de los dos miembros de la ccaa- 
cion e =a, en un sistema cuya base sea uu nfimero arbitrario 6, 

(4) * = ---ííilíL...ív, cuando la base 6 es cualquera. Supuesto 

Log. e 

que hog.azzik Log. c y que a=:I+y, tendremos que la ecua- 
ción (2) se convierte en 

Log- (1 +y) = Log.«(y— i»'+ V— Is^' ) (Q 

Agreguemos a los dos miembros Log. A:; y hagamos á hy^z^ ten- 
dremos que, siendo hy z números cualesquiera, asi coirio también 
la base b del sistema de logaritmos, 

Log(A+«)=Log.^+Logc ^1— JíL.+ ^- ),...(D) 

Cuando se trata de los logaritmos neperianos, Log e se cambia 
en le=l por ser este factor el logaritmo de la misma base del 
sistema que consideramos (núm. 146, l-<^); y la ecuación (C] se 
convierte en 

y de aquí Log(l+y} = Log«xl(l+y). 

Y así se cambian todos los logaritmos neperianos en loga- 
ritmos tomados en un sistema cualquiera 6, multiplicando los pri- 
meros por Log e (núm. 148); á este factor constante Log«=Jf 
es al que se llama Módulo; que et el logaritmo de la b<ue ne- 
periana e tomado en el tittema b, 6 si queremos, es u»o .dU 




«m^ 
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viilUto por ti logaritmo neperiano de la biut b. En CsOa EÍstoinl 
liene el múdulo JH im valor pirticular, porque pcrmanocianM I 
i3,7iBaii.... el kigaritmn de cele númom mmbta co* I 
jii base b. Si tomniaos á a por bnec, 

Lorh^I, y la ecuación (4) sg convierte en k Lng <^l, 
y lie aquí eacaremos que 

,Ufc=;1, Jtf=Loge, Jir=l=l....(.5) 

los dos fnctoicí >M y k son variables con la baac del sistenn 
pero tu proilucto os constnote é igual á 1. Mui pronto Mbrc- 
moE calcular el tiióduli^ JH para cualquiera base ilaúa a. 

580 Para aplicar la ecunci^n [C) bI cálculo del iogTirilmo Je 
un mimcro dado, ea preciso ¡lacer que In enrié iea convorjcn- 
te. La ecueu;iou (C) da, cambiando en ella á y en — ji 

Log(l_y] = — ^,y + ly>+ly'+ ); 

restándola de (Cj nos resultará 

Log('l±>\=aj»Is+lv*+i!''+iS''+--ME) 

V ] — !,/ 

Hayamos á "^'' — ' , de aquí sacamos qiia yrr 

El primor miembro viene a eet & =Lu(;; — Log(i— 1), es decit 
la diferencia ile los logarilmoa comecutivos z y t — 1 V así 1 



CulLndo cooozcBínos el raúdub jV, calcularemas Tácil y sueeM' 
vamcnle unos de otros, tos logaritmos de los niiinero* enUroa 

2,3,4,5, , por que este valor de la diferencia a cutre cato» 

logarittnoB ea mui converjente, y lo es lanío mas, cuanto oiia 
elevado aea el numero i, Y t\ loa logaritmos que tratamos de foriiiar 
aon neperianos, JH 6 Log.esc convierte en Ií:= I, ea por con- 
siguiente mui fací! calcular &&, y eegun esto podíemoB compaDO 
una tabla de logaritmos neperianos. 

En caanto al valor de M espresado por la ecuación (i). 
CBte resulta del cálculo de la, 6 del loghritma ntperiam dt la toa* »• 



i por ejemiilo.o^iO; haremoa en 
liMguida<=:2: y tendremos que a = 



13=0,81 



il47IÜÜ5ti 



(.'duplo do ¡i et II; yenso- 

= S noa Hará 15. y en fin 1 1= I,3ll629«en4 

mdrenios 1 10. Este cálculo eat4 A p(iraj=ó O.í'íS 1 -í^ss 1 3 1 

qjecuUdii aliado, Bn seguida ea 

divide 1 por 110: y asi escomo ]5= i,r,03«7Bi9.i3 

hallomoH l;=:O,e93H7]a0j8 



= 0.43119 .usía 03:51 



H' U>gJ« = l,6377a «113 OOjSS 77817 

H* Complem. =D,36-Jai íSítSQ S9163 9'J1S3 

^ e = -I,718S8 I8S84 S9045 33538 

& k base del «íalCQia hubiese sido 3, después de 



.■jOJiasasesa 



I 



haber obtenido 

& 12 iiiibieraiDoa hecho íi «=3, y el reíullaiJo hsbrio íido 
13=1,09891339; en fin, 

JU=I:I3=0.9I02392. 

} reepecto á la taco 5, 

JI/=l:li = 0,6íl33l5. 

9 ahora fÁceil furmir la tabla de los kignrilinos de Bii> 
gga y de Callet. La base ea a^ 10; el valor de JH aiunenln U cii* 
verjencia de la serie (F^ cuando t pisa de lOÜ, ea desprecia- 
ble el tegimdo término, y el primero es suficiente para darnos 
áúeoTí 8 docÍDialcs. Ademas es preciso calcul^ir lü ó TI cifras 
.Has de las gus quarnmos conservar, con' el objeto do evitar lu 
Kcnraulacion de errores: conviene lumbien no psrtJc sjno de 
<=: 10000, por que loa logaritmos inferiores ee dedi:ceii faoilmen- 
le de los otros; cuando x pasa da I'200 podremos despreciiir ¿ 1 

■1 lado 2í y Bcntor & =:!í 

Por ejemplo, c = 10Ü01. nos dá A =0,000043435; y de 

í loglOOai =4,000043425. Respecto á í = 99857, lendremon 

mA =D,0i]J0OUJ9 cuys cunúdctd es im-cciso a^rr-fsr si \.¡s 




fXV AíJEBR* PUPKIIIOR. 

Se observa oüemaí que lo» logaritmos consecutivos con- 
Mfvtn un» misma diferencia lu cierta ctletision de la tubla (1". 
»olúrapn núm. el,UI¡; por consigiiiente'no ea neccEarlo cSlcuIsrlo* 
valoree de A eino de distancia en distoncia. Se observa qus también 
i^eEi840 di el mismo nilmeroA(e! valor de arriba) que pam 
7^99860: luc^o, en el intervalo de estos doa número i,&ea 
eonetante, liniiUndonos á 9 decimales. 

SerUí circutaru. 

687. Propongamos desarrollar en seriea 4 sen i y eos i aegva 
]»s potencias crecientes del arco j. En primer lugar OEtai setiei 
na pueden tener lÉrmioos en que x tenga un eaponente negati- 
va & fraccionario:, porque l.° si concedicsomos qua hutñete un 

término Pt' :=P^.i , tendríamos i valores para cada arco, ]r it- 
beiDDS qae el seno y el coaeno no tienen cada uno sino un aolo 
valor; 9. ° si suponemos que existe un t^'rmino tal como 

i P 
Pi ^"T' *"i^ '" Betia infinita cuando fuese '^0, y ta- 

bemoa que en esto caso el seno se convierte en cero y el coseno en 
uno. Esto noH prueba niiernaa que el desarrollo de sen* no tiena 
fino t¿-rminoa en quer ea faclor jjqueol termino constante de! dei- 
arrullo do coa i ea uno. En virtud de eato será 

Heni=ai+ij»+ei»+ eos í=i+aj+6'i'-f 

desde luego vemos que ?Í?Ü=o+6t.,.. perocomo sabemos que 

[nfira. 362) cl limite de la razun del seno el arco ea := 1; síguea» 
qne liaciendo ú x = 0, hallaremos que a:=l. 

Cuando x llega á acr negativa, el seno y el coseno con- 
eorvansua magnitudes, pero el seuo está afectado del singo—. 
Cuando en los anierioces dosirrollDE, reemplacemos á x con — r, 
solo varían los signos de las potencias pares; por con si guie» t* 
es preciso que el dtiarro lio dt len i no tenga lino ténninoi cayo^ 
ttponentti leaa impartí, y el dt eoi s et¡/onetitej ¡larei. Viá 
lendrera os 



r 



J 
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COfix=:I-i-Jí»+Bx- + Ci<+...+Ai» ; 

ícní=T+4V+BV+....+Jirí»i-I+Jri'»+'... 
esprcBíndo por i el lugar que ocupan loe ttrmitioB. Ahora ee Irs- 
ta de delorminar !ob coeficientCB numéricos Jl, A', B, B',.... 

Catnbieinos S r cu í+ft en el binomio Pcosx+Qsenx 
j deaarrolipinoaio en seguida aegun lae potencias do A. 'Este cál- 
culo pueda ejecutarse de dos modos, que Smbos deben llovarnoa 
al mismo reEuUado; ya sea desarrollando en primer lugar el bino- 
mio tieguti I, y camliiando en seguida ú j en j-)-A; 6 ya reem- 
plaianilo á i con j+A, é inlruducicüido en seguida en lugar 
de aen A y eos Asna valorea desarrollados según h. Represen- 
tando ios resulladus por n-^flA + y^' + ..,:= ri'+ ¡i'/i+y'A'-r-,.. 
sacaremos de aijuí quo a=; a', p^P',.... en este caso no ten- 
drctnoa necesidad BÍno de los coelieientea de la primera potencia 
de A, es decir de la ecuación p =:(!', 

1.= Pco6r+QfieBr=pCl+^j'+Bí'+...JVí«) 

+ QCj^+-3.r> + B'x'+....+jrj'í4-l> 
BC trata ahora de recmpUíar í rcon i-^h, y de conservar 
el coeñcicnte de A'; es decir que es preciso tomar ¡a dtri. 
nada; luego 

P=P(Mt+4Bí'+ 2ÍAj''-1)+$[|+3^.í' + 5BV+ 

(2Í+1)JV^""]; 
2, " P eos j+Q sen í, se covierte en P eos [j+A) + Qsen (j+A}i= 
r(coBícosA— senísenA)+Q(8enico8A + coBx!,enA), reem- 
placemos á coB A con l+J/i' .jáscnAconA+^'A' ; 

B8 claro quo loa términos en que entra eos A, no producen ningu- 
no que esté afectado de A', y que eea h no dá sino A; de modo que 
(3'=-Psen I +(2 coex. 
La ecuación idéntica fl^fj' está formada de términoa 
que tienen por factores respectivos k P y Q; y como chIbs fun- 
ciones Bon aibitrariaB, es preciso que la ecuación se divida en otras 
dos, igualando sua coeficientes. Luego, reemplazando í eos i 
y seni por bus desartollos, tendrcmoa las ecuaciones ¡dtoticas 




14-3J'j'-|-SBV,...[ai + 13A,r''=l+^x'+fli'.... + A^' 

De donde sacaiemoi igualando término con término 

e.3=i — 1,43=— J',6C=— B' ai,c.2i.A*= — Jtf 

sj-=j. 5B'=iB, -cr=c, ¡ic.(a¡+iM"=.^'í 
I 



^=:_i 


. .1=— ! 


.,B=- 


±.J¡ 


=- 


TÍT 


..c=-- 


— ,4.«, 

...6 


:iHiituvendo 


0.1o. .«tare, 


> de J, 


Jl\B, 


, B-. 


.. tendremos 


por úlUmc 


,„,.„.=, 


'-é+,- 


TU- 


"a...7" 


■±: 






.-(O) 


eo,x=,- 


í+¿r 


_ I» 
2.. .6" 


....±- 


3.... 


■3 


(") 




^oB tÉiminj; 


sjcnoralcB i 


resultar 


i deJV 


— : 


■M 


y JV = 


JV ^^ 



yna ecunciones inilicnn coni' 
i'CUpi el mismo lugar en la 
b1 B¡gno+ ó — ept'un sea 
'íBB. De este m< 



U\ < 



:uIo. 



la (leu 
> la Lini 



titjyendo 






Eí + 1 
,ce cada coeficiente del que 
I. Se toma en eatoa tcTmiaos, 
furma 9 (| ó ^S-f-l. 
las Tnagnitiides del aena J 
rcn cuj-B lúnjituj es j, cuando el rodio del 
. Sea iTt la circunferencia (núm 501), teudia- 
O ° : dI número ( de grados del arco x-. aut- 

onvicttBD, repritentande por itlnúrntro 
■At'+B't' 



lor de /libados series se COI 
tle grados de wi uico x. ei 
Beni=./J( — ai'+C'i* 
oí cálculo Je loB cauflcientea uoa di 
lag.J = 2,3ilR773G755 llog C = ri.l30:05áílllog E^'^S.fima 
logB = 1^8474B0:l5í— Kg D =z iJ,S90H 1— |logF = a7,053oO— 
Iog.a' = r,10í7247395—logC = 14,593931— |logr;' = 25,lí390l 
les Si=S,5C7í3tli3 |logD'=T9,3!S 193 |log F" =; 30^O?3t»— 




nos que Eue logaritmos- Sea g 
Krcoa de la tabla que se quiere ! 
:=n8; y de iqui BacnreraoB que 



el calcular los eenos y 



Hngsr 



y = '!l3l-'^lll.. 




tendremos que sen Jr^it^ (1— y) y cosi^l — i; torasnclo su: 
logsritmog Gil un BÍstcrm cuilquiera, cuyo múijvilo sea Jil (nútn. 530 
hallBremos 

Log. sen i = Log.n%—J\¡ [y + \ij'+ly' ). 

Log. cosi=:_^{i+J,.+lí^ y 

finslmente, introduciendo en lugar de y y < fus valorea será 

Loff S.U ,= Logt.sH^^V-^-.-.^ «■ 






_^S' 



-•^K 



Si k boiio de los logaritmiMí ea 10, y los arcos de la tabln procc- 
áea de 10" en tO", como sucede en les tablaá de Callet, S es 
Ib lonjitud del «reo de 10", 6 de la 6'IDDO purte de la seini- 
circunfurencio ir. Eli virtud de Ins vatnrcH de n y de JV [niimSOl y 
5G6] hallamoí, después de haber ejecutado trulo el cálculo, que 
log. ■enj^log-S'í-log.n — An^ — Bn' Iogcosi=.a'n' — B'n'...... 

log S ="5,6050? íüGea 33541 

log J=Í(),5307B 3799* 5S1 

log ^'=10,70780 40192 84 

log C = 5Ói9Sm fíiá 

log C=;2(i,091)0: 100 
Por ejemplo, al el arco os de ' 
n=: 1630. _ _ 

log 5=5,e05S7J87 log ^ = 10,9307023 log «=20,1348113 

log n = 3,9005li0! bg n'= 8,4130300 log ii» = 12,83fl06OÜ 



log B=30,I24Í11 12735 
log fl'=l"9,3009O ai3M 
log D=4Ü,544SS 3 
log D' = 3Íi.95143 3 
°ib Ab 16S00", tendremos que 



— 0,00041'; 10 

_ 0,00000000 



4,01911138 
se restan los mímfíi 



U,S8aB713 
irrespondicDlea. 



r 



bg J'= 10,70790-11 log B' = l9,30090í5 — 0.0013SS47 
log n«^ 6,4160300 log n'^ 12,8380600 — 0,00000138 



3,1269341 6,13B9525 — 0,0013J085 

Complomanlo = lug coa J.^SO' = r.93B6&91 S 
Si queremoB tener ¡ogií= 10, ogregarcmoa 10 á las csracleríB- 
ticns (rime núm. 364) Los logaritmos de las taujenlee ycolanjen- 
tsB se oblkiien por EÍmpks sustracciones. 

Como n crece csiJi \et mas, no pueden senit nuestraa 
leriea para arcos mayores que IS. ° porque paEido este ter- 
mino Eou ya pocos coiverjentes. Ni aun se bace uso ds eüaa 
sino hasta 5 ° ; para loi arcos mayores se recurre bI Blguiente 
procedimiento 

'■n(x+ s) ^ senJcoHS-t-3enscoBJ ^ 



Tenemos que 



- scoeS +senseoBr= 



coa ^(I+tanjs. cotí) 

tomando loa logatilmos dt'. primer miembro y la difcienciaA 

entre los logaritmos de los acnoa de loa arcoa i-J- S y j, á saber 

A^ilogcoss— Ji/¡tBnjEcol.i— J tanj's. cot.*í+l 

Haciendo el mismo raciocinio con cos[i+s) ¡lalloremoH que U 
diferencia entre loa logaritmos consecutivos de loa coseno ea 
A '= logeos S — JtfítanjStanjar + ilanj'sLanj'í + ).,.) 
Cuando nos limitamos á 9 dicimales, y lomamos á % de 10", 
ii'olo el primer termino de c^tas series da cifras si^nificalívaa 

£i ^Jl/tanjs cotí, A'=: — Jll Unjg tjnj j 
y tenilremoB log (Jlítanjj) = 5,32335 9¡7l¡a 

cuando J es 1', tendremos log(JUtanj 5) =7,10151 043. 

Y asi partiendodel arcoj = a,o cuyo Fcno, coseno, tanjen- 
tey colaojente ao conocen, podremos succaivamenle calcular to- 
dos Ua senos y cosenos por medio de suj diferenciaB sucesi- 
iBi.y A-, ya sea de 10" en lO" ó ya de r en I'; y de «quí 
la lanjenLc y la cotanjente. Sen por ejemplo 
1' 30"i log cot j= 0.7139388 I log tanj j — 1,5540114 
constante ^5,3333595 5^3333592 



concluir! 



4,06934Go 



Diferencia logarítmica ¿»=;O,0üOinLíl | A'=^ 0,000003-76 




Observa re mol aquí 
y A' son coastantna 



i, como en la páj 218, qtie ka canliJadesA 
1 cstcuaion lie la Labh, Para cvitftT 
Ift «cuniulacion de errores calcularemos de diatancíii en diaUncia 
«IgUQO términos, loa cuales servirán de punto de partida. 
La ecuación sen Zr^Jscnzcoa j-, que di 

!off. ecnSi^\ogZ-^-]ogíenz'^-\ogcosi 
aerviri para esto uso. Como sen 45 ^ =J yí, lanj 45 ° =;cot. 
45°=:l, podremos partir do este arco y calciilar á aen 4i°+i'"': 
■»toa doa arcos compleméntanos tienen recíprocamente el geno 
del uno por coseno ilel otro, y d? aquí 
y cotujenteai en seguida psanrcmoa i 




¿20", 



t30", it. 



u(B)v 



Comparando las scriea (G) y [H) á 
mos que BU suma ea e', con solu la diferencia del signo délos 
tétminoB de doa en doa lugnres; pero si cambiamos á j en 
±1^—1, end desarrollo (fljdee', como ^—1 tiene por 
potencias i V — U — '■ —>/—l, +\. que periódicamente se 
reproducen hasta el infinito, hallaremos que loa singóos de loa 
términos son exactamente los mismos que en las aeries G y H, y 
¿e aqui resulta que 

,±w- 



■■■(') 



Sumando y reatando eataa doa ecuaciones será 

/V— i_|_e— 'V— I _e'^— '_e-''\/— " 



de nqui resulta 



que 



-W-I 



V — I , -rV-1 



)^-l O 



1lV~ 



'+i)x/-i 



.,"/- 



con multiplicar numerador y dcDomioadot por e' " ' . No debí 
nos mirar estas espresiones sino como resultadoa analíLicos, ei 
que las imajinariis no son sino oparetitea, en atención l> qui 
deben ilcsapsrccjr por efecto del mismíi cílculo. 

En fin, cambiando fi j en nj en (i) «e ícndri 




tti 






.^\/^l- 



..[/.) 



pero el primer miembro es la potciicin iiel grado n do la ecuecion 
</J; luego tendremos sea cual fueren; 

cos.u±V — 1- Benni={co8i±v/— l.smj)"....(J«J 
Estas fórmulas Bon muí usadas. Y nosoirog nos ümilare- 
mos en el caso presente á aplicarlas á k resuluciou de 'a> 
trifiugula^. Hagamos á 



. y * 









,s C=: 4(í+^'l. eiín C. V — I =Í(I— i'l 
Sean A, B, C, los trea ángulos ilc un triangulo y a, 6, c los la- 
doi que respe el i vaní ente ee lea oponen, tendremos que 
o eeD B = i son A =16 scn[B+ C) 

j de aquí '£|=tanj 8=-^"^^ 

^■B V _ 1 4-1 ía-6,i + í-y a— ií 

GiMilmentc 

2BV — I =I[a — i:) — l[rí — tí) 

[etuacion D) =^ííz-x'i + ^[z'-:-')+±Li,'-^-')... 
Pero Ib funnuta {L) nos di 

s" = C0BmC+\/— l.BÍnmC,i-"'=coB mC— \^ — j. sen mC 
y de aquí 2"— «" = W — 1 . seUmC. 

Suelttuyendo y suprimiendo el factor eomua S^ — I, nos rcEultiTá 

B=l.senC+_^aen2C+J^BCu3C+ 

:a'-an6 eos C+b' =0'— oK'+í'¡+ 
b:){a-bz').aon motivo de Eer--i=l. ' 
^ tendremos 

= hg.-=31oga_^í [!(.-+.')+ _^ (.'+.'.) ] 



La ecuación í'=a' — ant coj C+fi"=:a'_ofc(i + i'¡ + Í., ,« 
reduce ác'=;n—i:)[«—ft:'), con motivo de Eer.-i=l. Tom»i»- 
do loa logaritmos, tendremos 




i 
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y como « +*' =2 cosmC, tendremos 

log c=:log a^Jú(l. C08 C+ JLcos2C+ J^cosSC... ^ 

Va 2a» 3a» / 

^Bstas dos seríes sirven para resolver un triángulo, en que ^ 
es mui pequeña respecto á a, cuando se conocen los dos lados 
a y 1) y el ángulo comprendido C. 
591. La ecuación (/) da, tomando los logaritmos neperianos 
+J^ V — 1 =l(cos *+ V — 1. sen j); 
restando una de otra estas dos ecuaciones, hallaremos 

2^^^^^ . cpsr+V — l.senjf ^/ l+x/ — l.tanj x \ 

cosx— V — i-scnx "" Vi — ^ — l.tanj x^' 

con motivo de ser senjrzzcosjr.tanj x. Pero la formula (£) 
núm. 586 da el desarrollo de este logaritmo; y suprimiendo e[ 
factor común 2^ — 1, tendremos esta espresion del arco x, cuan- 
do se conoce su taiijcnte, 

T=tanj jr— Jtanj'jf+Jtanj*x— íjtanj^x (JV) 

£1 arco x cuya tanjente es ¿, cuando el radio es r, es (núm* 322J 



rSSí— +. — -4-. 

3H 5r* 7r« 



Esta fórmula sirve para hallar la razan it de la circuri' 
ferencia al diámetro. Dos arcos x y x' cuyas tanj entes son 

I y I tienen por tanjente de su suma á tanj (a4*r'} = JlIIl. s= 1; 

1— j.j 

por consiguiente esta suma es x+r' = 45.o Hagamos en (A*) 
á tanjx=rj y á tanj x' =:J, y sumemos; hallaremos por resultado 
la lonjitud del arco de 45,<» que es el cuarto de la semi- 
circunferencia tr del circulo cuyo radio es 1: 

iit=j_j(i)>+i(í}'— +i(i)»+{(i)» 

Hallaremos series mas converjentes por medio del pro*, 
cedimiento de Machin. Tomemos el arco cuya tanjente es ¿, de 
aquí sacaremos {L, núm. 359) 

tanj 2x=: ^lJL-= A, tanj 4x=: ' ^ =W8; este arco 4x n 

1— tanj»x l-[ú)* 

diferencia, según vemos, mui poco ^e 450; si llamamos i? af 

29 




lleva ^ 4S°, o ti^4j— 45", tcndreniM que 






tanj 4j— t __ , 
1+Unj4r 



Tor consiguiente, si haccmOB á Mnjr = i yrepedmoB cuitro ve- 
cea la serie Jf. tendremoH el arco í.r; ui mismo üíiiJF = J,i¡á 
el arco u; y rostando, obtendremos el arco de 45», íj 

lir=4[i— ia)'+((!)' í— á.+l(íJ.)'— 

Hemos dudo yi [num. 24B) el resultado de estos cálculos MU 20 
decimiilcs- 

'n:=S,l4IS9 36S35 80793, 

log ■Tt=0,49714 93726 94, 1ti = 1, 14471 SBS&S «4r 

592. Hagamos a i=tic en la ecuación (í). representaiiiio por 

» un entero cualí|itiecB; tendremos que sen 1=0, coaí=+t, 

seguo íCD * par o impar, 

multipUondo por el m&dulo Jtf, y aiunando el valor numérico A de 

Loga. BCt& / 

Loe[^_a]=A±kJHmV —1, 

siendo i un número cualijuiern par, si se trnla de Iog(+o), c 
impar cuando traiemoe do bg ( — a). Luego ludo numera Ikne 
uní ¡lenidad Je Ingarilmns en el minna n síítii o; «toi logarilmat 
son lodaí imajinarios cuando rule nvmtro is negatwo; y solo uno a 
ytal li ti -lámtro a poiitiva (*) 

(•) Dt n'=(— tt)», «nc'jmoí que 8 Log tt=2 Log (—a), nu dtfíiBO. 
rouclinr de aguí con d'AUír'berl, guc -|-a y —^ tieyíen Im mil- 
iiim logarUmoa: ■pori/ue siendo k u I nitmvrut partt tendrcmci qve 

/.offa = A±kMiiV— l,e=A±IMTrV— I. 
y lumandú «eró, í Z.o^a^a±{k4-OM« V — \.Añmim<t, «i W 
jf I' MU vnpnret hiülartmos ijue i £.cg'(-a)=5A±(k'+r)M'7t^ — i. 
Ptro tí eñdenU i/ut silo última eiprtsion c*lá compráidida eñ la 
primera porque k+V e¡ nnniímero par, sin gue tn jeittrat na, 
S Z.o5'(^a)^aZ,o^.a; para i/ue Logmsea real ei praiio qut uxt 
it:='=;0, y limda k' y V impare» no pueden ser =:f>. y oh n 

nno podrá $tr en nímera reata Loga=:ljos~a. D'Alrmbert dtiiA 
'tr foncluiílo úaicanienle </ue entre lot logaritmot dt -f-a y ^t, 
hai algvaoi jue lumadot dt do* tn dot dm «uwai igualo. 
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B93. Desarrollcmoe uhora ¡i ecni y cosf scg-un Iue senos 
coaenoa de lo9 nrcos z, S>,3t — .lla^'amoB á 
COBC+ V— I- HCn i=iy, coHi— >/ — I , sen í=iv 
fU aquí sacar emoB cjuc i/d^I, 3cOEf^y-4-u¡ eí mpreBenlamos 

por l,u, .d',>d" loa coeficientes de la potencia n, tcndrcmoa, 

■el cual fuere u, que 

Íl'a,-::=,-+u,''-'+A','~'+A;'-' 
(ka ecuacioQ [Jtf ) aoa d& y =coaA2^V — )■ ecn t;. 
éMígo 
1 2''eoa'*;=iCDSUí + ucos[u — S): + J'cob(u — 4i) (P) 
I ±>/ — l[flcnur + Haeti{u — aj.-+^'Bcn[u— 4)i ] 
%! signo + provicoú, cu el caso presume, do V — 1 quepiom. 
pre ailmitc ceLc doble signo. Cuando u es entero, no puede cuü : 
tañer aino uu solo vulor^ por consigiiiunto citas dos oipreaiones 
dcbcD acr iguales y la serk Be reduce á li primera linea (I'); 
con efectoi poilremoa demostrar igue loa términos imajinanos so 
detlrujrcD du dos en doa. Pero si u ca fraccionario, no suce- 
derá lo lukmo, porque esto espolíente iodiearú una taiz que tiene 
PiioB valores. No consideráramos aquí sino el caso on que u es 
toro, que es el único que prcEenta tuterca. 
El orco que, en lit ecuación (F), livue i i ante* de él 
«s ^(u — ••<)'i ol que licué i -> dcaptics de si. y que por 
consiguiente tiene áu — j dolante es =: — (u— 2,i)i; los coaenas 
Je cíioa ios arcos so» los niismosí sus cocticientea íon también 
iguaJúE, por la propiedad de la fürmuln del binomíor por consi. 
^uiuntc cEloa Lúrminus eatau rconplasaJos por el duplo de uug 
du clloí, do modo que dividiundo la ecuación ¡lor 3, y repreaen- 

..JAndo |)or u, J',.3" loe coericieulcs páj 8 del dusarruüo do 

I potoncia u del binoiuioi toudrcuioa que 

2"~'cob"i=cosuí+boos[u — 3)*+A-coB(_u — 4)j ¡fl) 

estendiendo Ib acriu cinc ú los arcos posiüvoíi £olu 

I pr<c<iu fin toando a u ¡lar. le turne tolo la milait del 

MaW Urmaw conitaMc, que aci su ba reunido con ningún otro, 

ti voiui de cele numero. . •■ ■' >'' 
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jsr—hz: 
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ífti+seni-BuEen 
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1.° Si u «ünn¿ 
formii de Jn 6 Jn + 

4 ±cos/w=:±co8(ii- 


3; se 
— Si 


par. co 


:0; y n 


;±l.ieguniene"«l» 

£i el coseno se ceduce 


L.ega 















±a"-'sen"« = co«i<.— «cos(u-S>í4.^Toeíu— 1)J...{ÍÍ1 
na es preciso eslender el ilcaarrollo sino linsta el términu media 
((¡ue es con£tunIc}, ifc' cual luninremoi la mitad. Le adjudicBreoioa 
eliigno + cunndo usen déla fürma 4n, y ol — sí «=:4ii + a. 
I." Si u w i'mjMr eoElitii:=0,íenl'ffu^ + l ecgun sea l« 
forma de u, in+l ó 4n+3, y hullaremos 

No no^ entenderemoa en el duaaTTolla sino hasla el término medio 

{que contiene á sen i, y de él no lomaremos sino la mitad); 

tiene lujar el signo + cuando u = 4r-|-1, y el— eiyindo u— 4n-}-3, 

De todo esto eucaremos con facilidad laa ecu aciones siguientea: 

2cos'i^coe2t+l 

4cos'í=:coá Si + 3cosz 

acOS*I^COS 4l-í-.lci16 2i+3 

16coa'i^coa 5í-|-Scoe 3=+ lOcost 
3!coi«i=cijd ei-f-6coa 4i+ líeos 2i-J.10,aíc- 



— 48en'i=Bcn 3-- — 3aen i 




Bscü <z = coa 4i — 4cob3i + 3 




l(J*Qn'.-=:Bi:n:.;— 5sen3t-Í-IO(en t, 




— ■j;seu'í=co56í — eciis4i + i5co«2= 


— 10, ate. 


ñ94. aeciprocamenle, deBarroJJemos los se 


nos 7 cosenos de los 


rcoa mnJtipIoB, fegun loa potencias de se 


n:L:=iy cob<s;í- 





Aljebba superior i^9 

íJl segundo miembro de la ecuación (Jtf ntím. 590) es («+V-Í.*)**' 
desarrollándole según la fórmula del binomio, llegaremos á una 
ecuación de la forma 

eos n« -4- V -~ I . sen ru zz: P-{- Q \/ »— 1 ; 
7 como las imajinarías deben destruirse entre sí, la ecuación se 
divide con otras dos, eos nz::^P y sen nz = Q, la primera contieno 
¿ todos los términos en que «V ^1 tiene esponentes pareei y 
asi es que ya sea n entero ó fraccionario, positivo 6 negativo, 
tendremos 

t ' 2. 3. 4. 

2. 3 2. 3. 4. 5 

Y así siendo sssLeenx y c=cosr, tendremos 
coeSjt=ic'— «' seii2ir=:2cf • 

C083ff=c' — 3cf» gen32=:3f'í— 5* 

cos4z=c*«' 6cV+«* »en4* = 4c'i— •4ci* 

cos3£=.c^ — lOc'á'+Sci* sen5»=5c*j — 19cV-|-i* . 

cosSe = c« — 1 6c<«» + 1 5ca*<— «• 8en6s = 6c*j — SOc*** -j- 6c#», 

595. En estas fórmulas, los senos están mezclados con los cose. 
nos; podremos también hallar otras en funciones del seno solo, 

6 del coseno. Como vemos que los arcos r,2Sy 39 forman una 

equidiferencia, los senos y cosenos formarán una serie recurrente 
(núm. 361) cuyos factores serán Seos s y ^—1. Asimismo silos 

arcos proceden de 2 en 2, como s, 39,5s ó bien Oz, 2sr, 49,,..* 

los factores serán 2cos2x. y — 1; pero 2cos2 » = 2(c' — «'^=2 — 4«». 
Yasi partiendo de coss^l, senOs=0, coss=c Benzz=:s, es 
muí fácil formarlas seríes recurrentes que siguen, para las cua- 
les tenemos los dos primeros términos y la lei (ndm. 5B0) 
8en2»=s( 2c) cos22= Se* — 1 

sen39=«( 4c»— 1) cosSsrs 4c» — 3c 

8en4«=i( 8c»— 4c) cob4s= 8c«— 8c» + 1 

sen 32 = «( 1 6d— 1 2c* + 1 ) cos5s = 1 6c^— 20c»-4- 5c 

sen6s = 5[3?c»— 32c» + 6c) cos6»= 32c«— 48c*+ 1 8c»— 1 

sen7« =z *(6 'lc«— COc< + 24c»— J ) &c. 
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TOdaquí loa fTirmulaBjcncralee (lección, XI dcUúUulo de fai/um 
de Laetenge) (*> 



_(—<)-: 



j(J,)"-'_(,_!)|Ic)"- 



.i(._3¡(,,-«xí,r 



Pflfiemoa ahora & las series aeccnJi^ntea según i 
scna==í(íi), 8cn3c = 3,— JA 

sen 43= e(4i— 8i>), sen 5» = 5s— 90»'+ IC»", 

aenGi=c(ei— 32i'+3Ii>>), eeDls=.^s—'j5s>-i-\\2i--6^i' 

eena«=cC8í— BOí'+iaai'— l!Bi'), &c. 



CObS»=: 1— fi« 
cai4i= !— 8»"+Bí' 



C093s = c(l— 4»') 
cM5i = r[l— IS.'-f-Ifl»') 
coi7j=£(1— 145'+80í*-64«'> 



(*) Ved nifiii iuj twi/'irf.i ííe/ [érmilio jenorul T, del i Urmino 
da tttat eataciim*!, y dcijiitlor F que rnuUípUcado por tíUrmino 
i pmluce eí linamo aguUnle. [í'éasppaj, 2 ) 



'sxt(n— i)C(i— 1)} 



(n-2¡+IXii-2¡¡ 



:+a í» eí itgvndo. 

= |-l)'-'(!c)»-»'+' 



<-ív-.t<"-i"''l- 



1)1 



r= ' -, (n—»i+a(n— 31+11 

"• . (1.-,) 

¡a >eri> tieiu in+1 d {(n + l] lirmnoi, "íjiíh 
el n ;(íir á impnr; ti último tirmim t' +« *» 

-«, ^ . *' prt>»er can, y + Snc « eí leffumío. 

(*•) Et ¡ Krminii T et eí /actor F juc mtiltiphcadu ¡•or eí I 
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«a,„,=cr ««,. ii=iV+» í!=i'.íIriiV...(2«)»-' "I 

L. 2.3 2.3 4.5 -I 

2- ' 2 3,4 2 3.4 5.6 ^ ' 

2.® Cuando it es impar 

n* — P • t ««—I» n»— 3» . .« .n, 
8enjiz=íw— r + n . .• 5* i i2*j 

2.3 2.3 4.5 

término produce el término figmente, en etta» ecvacioneSy tienen 
par valore» 

si n es par, en sen nz, T=(— .l)'"'c(2s)*^"^[(ln+i-l)C(2i-l)] 



2i(2i-f*l) 

hai en ella (n términos; el último ^: ±:c(2s) 
ro, nz, T = (— 1 ) ^"^ (2s) ^^-^X _|-pj[an+i--2)C2(i-l )], 

2i(2i^l) 
/lai aquí }n+ 1 t¿n«mos; eí úUimozsz ±2^" »" 
<in C5Í//,/>ar, i¿fnnz,T=(-l)*-\2e)^»-' ,-JL^|^(2l?+¡)C(2¡-l)], 

"^ 2i(2i+l) * 

Aot «» es¿£ desarrollo ^(n4- 1] términos; el último 

. c»n-l n 

es =Hh2 « 

cwnz, T=(— l)^"^c(28)^*"^[^(ÜI?+i)C2(i-l)"] 

2i(2i— 1) 
hai en e5¿e desarrollo Ku-f*!) ¿^mimor, e/ú/- 



Aljebkí (UPERmu. 



1.2 



.-"+- 



..(ur 



MHoío iniíeno de Seriei. 

69B. Dad& que eca la ecuación y^^i,CB laque (pT es una 

■ene, se trata de hallar á .<=Fyen series ordeuadu según y> 

Bi esta ühimii función tieno una fonna conocida, oouio por ejeitiploi 

:r=:^^y + B¡/' + Cy' + D,j' + 

no habrá mas que hacer que determinar íob cocñcienteB A, B, C, 
Kn seguida euHtituiremos en la ecuación propuesta y= ^x, eat* 

serie y bub potencísa en ]u<rnr de j-, j'', .r' y lendremoa 

por resultado Una ecuación idéntica, que deaconi pondremos en 
otras, por medio de In comp&racion de los términos en que jr 
tieue la mismo potencia.' estaa ecuaciones nos darán i conocei 
á laa coDatantes .3, B, C, D„... 

Sea j(=:Jtf(f_4r' + lr'— if< ) 

Si nos hpmot cerciorado de que la aorie de arriba conviene 

á I (esto se infiere de que y ea el log'ariUno de l+-i, ó a ^ I +x: 
viaie aúm. &5S). en virtud de eaia convicción suetituyunos en 
lugsr de a la serie ^^•4~^^'"" y '>''s resultará 

^=áy+Bi'+Cy'+ D,j<. . . para ^ 

— i^V— ÍB!/"— ;íB'+-3C)S* W 

+ 1.3V+ A'Ba- 1-l.H 

— J'j* —Ir* 

de aquí sacoremaB que .IJi/— 1,B=1.3',C=: JB — SJ',D=. , 

y enBCÉ-uida,(l = l./J = — ,C=J:?!.,D=_~,&c. 
-tf a 2.3 a.a.J 

y finalmente t = Jy+:lÜ!-'4.*dl^' J-*l!*^ 

Asiroisma yi=j— i'+r»— j* 

se invicite nsi í=¡/+'/+!í»+í' 



Pero es mui raro que ciin anticipación »e conoic» I», form» 
d« laaerie que buceamos t ^F'j: en cuyo caso «e indican la« poteiictu 
do y pornieilioiIelctriip,T = -9¡i "^ 4-B¡/' •\-Cy,^ .. 
ae traía üe deierniinar Íüs coeficientes y los eeponcrtes, teniendo 
en coosiderociun quo después de efectuada la substitución en 
y^<9i, CE preciso que cada Cérmino quede deEtruidg por oCtOi> 
en que y tenga la misma pnlencia. 

Sea y = li'4-Jr>+l/< .-. 

■uptmgomM q'ie x^Ay"^ -{-By^ •^-Cy'" •{■ 

y quu (i,p,)'.....eean Mitmírus crccientoa- No admitiremoi nia- 
giin tórinino que no cmilcnga a y, piir qiio i=: O correspondo a 
y^O Siitiititiiyendn en lugar de rfu va^Tr, vemos que, 

1.= Li>B csporiciitea S,J, 1. . . . que li'iila j. ri>Tmaban una eriuí- 

difcronciii; «. 0. y deben tnmbíen flTmarla. pnr que des- 

arriillarido, \m pulencijB '%r*... gozarán putenlemcnte de la oiisuia 
propiedad. 

i." Si li al lamas i n y P. deduciromoa de aquííy, ; 

3.° 1^1 iccininu en quo y LÍene el menor ctponenta «b |^i 
y' "": j este debe ordenarse ccn el primer miembro y, de aqui laea- 
Djrts que an. = i.i-l'xr!; y ífgun rsto resulta quo a = í,J = \/í. 

4.° Loa términos que rn seguida del antehur tienen el monor 
SFpcncntc Eon AB-j "■ "•" ''y \A'i¡ '''estos deben ordenarse carjuD- 
tamentc. y deben dnr a + í3 = 3a, tt pc=l; y según «to 
Y=\. \~\ i esdetir que 

•i rehace mus el cálculo, balluremos muí pronto aA,B, C...¡y 
BFguQ esto tendremos 

i = íV2— jy+AN^Sj»— ÍÍ>'+-... 

tíú es que yr^x— Jí — + — . t 

i.y.3 i.s;,..& i.a.,..7 

•• invierte bajo la forma do x:= Jy+Bj'-f-Cy* 

l>e«pues de ejecutado todo el cálGulci,tialIimnB(v¿ase niím 000) 

■='+¥+S?+^^+4^x.'r 

RHpMto ■ t^say^by^ey'-^ hallnremos 
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y finslmeme y^i*' — Jj'— li* — it^—A'^"- 

noi d. i = Ay-^ + B.j-^ + Cy-^ ; 

... -a -4,-6 -8 , 

y por consiguiente j=ry —y +>/ — y + 

Si la propiieala fueae y^a + tj+cj' ,serií mui sol 

niente que traEladnseinoa a a para la mayor comotliilad del c&lcul^ 



y-a_ 



, j aeguo < 



■='+4"+í''+- 



k 



en fegHÍda d ees rrollari araos i en z. Ademas dfc lo espucsto, v 
el niíDi, 711 ea el cual hemoi uatido de 1& invenion de lu aeiiM 
del modo mas jeneral. 

De lat Ecuaci-mtt de CondUv». 

597 Sucede muchaH vecea que cuando se conoce la lei 
rije un fenfimeno fisico y BC ha traducido aecuacioutp [j, ;/,... a,íp.J 
Ibh conitRateía. 6, c- soDÍncúgnitas y j^,y....son magaitudei qat 
varían auna con las circuOítaDclaa del fcaúmeno. En ests c 
■e consulta a la esperiencia para determinara i, b, c,..., nldjendfi 
loa valorea simultáneos de J, Vi '•-■■' y auEtituycndoloa en la i 
cion (p^o: repitiendo en seguiíialaB eaperiencias, observaretMi. 

otroa valoree para x, y, i los cuales nos darán otraa rcuatitim 

de condición entre Ins constantes incúgnilas a, b¡ e. que naa datf 

«D seguida a conocer la climiaacion. 

Pero como nunca son exnctos loa valorea «acadoa de Im 
observaciones, sigúese que los números a.' í,' c'....que porMia 
medio se obtengan para a, b, c....na pueden mirarse eino como apn»- 
xunadoE; por consiguiente, en la ecuación ip:= O debenuia aaUat 

«n logar dea,<i'-|-^, en el de tsf+fl y determinar loa errore, 

■4,B, .deque están afectadas o, 6,..:y corao^, B,..Eoa tantidadM 

muipequeüas, estimes autorizadoi para despreciar aua potenciaau- 
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periore... y así la ecuación 9=0 no contiene a Jas incógnitas ^ 
2?,....si no elevadas al primer grado, bajo la forma por ejemplo de 

0=zx+JÍy+Bz, + Ci (1) 

En cayo caso supliremos la imperfección de las medidas de x, y, ,, 
con el nrtmero de observaciones. Reiterando a menudo las esperien- 
cjRs, obtendremos otras tantas ecuaciones como la (I) en las 

que serán conocidas x, y,^, ; compararemos estas ecuaciones, 

combinaremos varias de ellas entre sí, de modo que obtengamos 
una ecuación media, en la que una de las consUntes tenga e| 
mayor factor posible, al propio tiempo que los otros factores 
lleguen a ser muí pequeños; por este medio se habrá atenuado 
mucho el error de la determinación de los coeficientes. Reduciendo 
estas ecuaciones de condición al mismo número que las incógni- 
tas, hallaremos mui pronto los valores tieA^B^ 

Se hace uso de este método en la Astronomia, pero 99 
mucho menos exacto que el de los tneneros cuadrados propuesto 
por M Legendre, que prefiere la lonjitud de los cálculos cuacdo 
Por ellos se obtienen resultados mas exactoe. Supongamos que 

la observación nos baya dado valores poco exactos de ar, y, x 

sustituidos en la ecuación (1) no será el primer miembro ceros 
sino un número e mui pequeño é incógnito. Otras esperiencia, 

darán también los errores e\ e".... «correspondientes a los valores, 
«', x", y', y", a saber 

e' = x'+Ay'+Bz' , «" = x"+jíy'-|-Bz" , dtc 

Formemos la suma de ios cuadrados de estas ecuaciones y 
Ao escribamos sino los términos en t^, porque los otros términos 
tienen la misma forma: y hallaremos que «'+ e'> -|- «"'.... &c. = wl'' 

(y»+y'« )+2wí(jry+j:y ]+2AB{yz ) + 2wíC«-c. 

Este segundo miembro tiene la forma de Ahn+ZJtn-^k ;es el 
mas pequeño posible, cuando tomemos á A, de modo que la derivad^ 
sea nula, jSm-{-n = (véase números 140, II, y 717): no conside- 
rando sino el factor constante e incógnito A, tendremos que 

xy+xy +wí(y»+y«.,..)+B(y«4-yV....)+C(y/...)4rc.=0 

Et precito multiplicar cada una de lat ecuaciones de condición ( 1 ) por 
ti factor y de A, e igualar su suma a cero. Al factor y se le conser. 
f a su signo. Ejecutando las mismas operaciones con B, C. hallare, 
mes tantas ecuaciones semejantes cuantas constantes incógnitas 
baya; estas ecuaciones son de primer grado, y por consiguiente es 



r^tmm 
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fácil efectuarla dim i Dación. 

Por ejemplo, la Mfcánicn nos enseña qaa en 1* latitud y, bfl 

túnjltiiü X lid pÉniIuIo^imple que hale loa sf fundos scxajefiínalet 
ea i:^A-\- Bsea'ij, en cuya ecuación A y B son iiñmeroB ii 
bles, igiie bg trata Ae de'^rniinnr. BnEtarñ pnra ello oiedir c 
exaetituil los lonjitu(lG3 x en dos latiludua difvrciilea y. con el oiíjol 
de hatlnr doi ecuaciunes de condición ucumududag para coooolfH 
aJy,a.PerolacxncliludEer.í mucho mayor íi, como lo hnn ejec 
tada JIMf. Matbicu y Bioi, mcdimr<s a i en seU latitudes diferntet^'l 
j tratamos por el niélndo precedente, las 
d¡cion> Las cantidades A-\-Bten'y ~-a, va 

J + fl.O,3903ÍI7 — 0,lí939í50, ^ + ^.0,4032370 — 0,9D3«<0 
J + 6.0,4312 1 a; — 0.9934690. .í-)- fl O 5 1 31j 1 1 7 — 0,993¿967 
J+B.0,56677J1— 0,893873!. A -i- B 0,G0Jj(i2n — 0,9S40ÍIS9. 

Como el CDBliciente de A es uno, la ecuación que te 
B ella estí formada de la mmn de los ^eis erture». Rerpecto^ 
B, muHipliciiremnB cadu trinomio por el fuclor que Bfi>cu i ^1 



> lus c 






luego 



C.a + O3,0Dj7375 — 5,9C 14793 = 
.4 .3,0G,;737& + ÍÍ. 1,6933894 — 3,0461977=0 
La eliminación nos da a conocer a A y S; flualmeiite tendrenu 

i=0,990n755+Bsen*y.l'"gB="3,7S3B5O9,B =0,003594 18 16. 1 
yiuet¡C<m'!cin>inl'.iU (i(m/,o., de laiGen el cual Jf. Uathieg^ 
di-cute por eete mtlodo laa observncioncB del pindulo btvbtd 
por loa Españoles en divcrccs lugares. 

Consfdtese también mi Aüroncmia prátiiray niO»nrltñanM 
coya» doB obraa se trata este asunto con ift nayoi « 
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í. trigonometría ESFKRICA. 



JVucíoncj Jundamenialít. 



BSO, Tres plínos JtfOA*, A'OP, MOP (lig. 1) que paaan por ei 
canlro de uua eaftrí, delerminan un argulü (riíí/ro O, y corlan á 
la Huperficie sogun círculos mixiinoe, cuyos arcos CA, CB, y AB, 
fonnaa un tn&ngulo osfético ABC; los ia^iitos piónos üel ángu- 
lo triedro O, ealan rec^pectivameiitc medidos por loBladosúarcoada 
«stc triángulo: ea decir el ángulo J^P Fslá medido por el arco 
AB, el JlfOJVpCTí AC, y el JUOP por BC. El ángulo en C del 
triángulo, está medida por el ángulu que forman doa lanjentca 
tiradas á loa arcos coutiguoa AC y BC por el punto Ccornun á am- 
bos, eataa tonjcntcs situadas en el plano de ettoB arcos, miden el 
ángulo diedro de eetos inÍEinos planos At),.1/F, es decir, la inclina- 
ción que la cara JV'OM tiene con la POJU. Luego, loi ángu- 
¡<jt planoi íleí ánguL) trieJro O tUnen por medida á loi latlot del 
tñáagulo ciférico ABC y tai incUnacuina de lat rarai deimü- 
«o ángulo triedro ion ¡el ángu¡u¿ del lriángulo]eíftrico. 

Los ptvblemas en que se nos den algunas de las partes cons- 
titutivas de un triángulo eufórico y be nos pida hallar las demás 
partes, son precisamcmc loímUmuaque loa que pueden proponér- 
senos cuaadu conociendo algunos eLcmenloB lUi un ángulu triedro. 



queremos tmllar los otros. Hat en todo trinnpilo esfiriea ttii ctaam 
que (onñderaT! trttángulot K.,li,C.y tret ladoi opueitoi á titoa 
a, b, c; (i si ec quiere IriM áitgitloi planoi a, b, C y (res ÚTiguloi die- 
droi apuestei A, B, C dtl ángulo triedro de qtie k traía. La cueitioa 
gusda reducida a coaoctr treí de ¡ai eeii parles, euaado uiutidan 
líu olriu tret. 

Según esto, si desde un punto O, dirijimosrayoB visnales í trea 
puntos dislantcB del espado JO, J^, P, (¡uepor ejemplo, podría 
ser tres estrellas, ealas lineas serán las aristas de un ángulo triedra 
O, cuyos elementos constituyentes serán los mismos que los de un 
triángulo esférico ABC formado por los arcos de círculo inázioio qua 
unen los puntos en que los rayos visuales penetran í la superficis 
üe usa esfera cuyo radio es arbitrario y que licno por centro al ojo O. 

Estos principios sirven para demostrar los teoremas siguientes, 
1.0 Siendo cualquier ángulo plano de un ángulo triedro menot 
que dos ángulos recios, sigúese de|aquí que también un lado de cual- 
guier tñá^lo eifírico es^lBO." Cada ángulo es tambm menor 
que dos recios! esto mismo se deduce también de U connderaciiOD 
del triángulo polar, (véase núm. ¡i99) 

Siempro qua el resultado de un cálculo sea hallar po( 
valor de un ángulo ó do un lado de un triángulo un arco ^IBO" 
deberemos desechar esta solución como imposible, ú á lo menoa 
reemplazarla cod el suplemento de este 
no pueden pertenecer sino á un arco n 
reneia. 

t." Como la suma de tos ángulos planos de cualquier ángulo 
poliedro ca menor que 4 rectos (iiiím. 280) sigúese ijue, la turna de 
tot tret ladot de cualquiera triángulo esférico et siempre menur que 
360.° El ángulo triedro de un cubo formado por 3 ángulos rectosi 
nos enseña que cada lado de un triángulo esférico, puede valel 
90.° y aun exceder á esln cantidad. 

3." Dot triátigvleí et/éricot ton igtialeí, siempre qve fn^an Itm 
tret áiif^lot, 6 los tris ladot, ó dot lados y el ángulo comjrretidido, 6 
das ánguloi t/ el lado adijacenU, re^clivamcnU igualei. Estos teore- 
masy también los dos siguentcíse prueban del mismo modo que loa 
proposicíonea auálogna de loa triángulos rectilíneos (núin. 198). 



); y loBCOS,aen,tBnJ: Sí- 
I la seraicircunfo- 
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4." EttUn Iñángvío etférico iisiKtlts,se verifica tiinibien,;ue el 
arco bajado deide el vértice perpendkularmenle Ú la lioie, divide por 
mitad á illa y al ángulo verlkal; y ijue los ángutot igaalcí cifoM 
«pueitoi li lüdoi iguale! y recíprocamtnU. 

5." En lodo triángulo e$/irKo tienen lugar tos principios bí- 
guientcH, ó mayor ángulo le opone tiempre mayar lado, al ángulo me- 
diano. Sí opone el lado inidiano y menor el lado tamtíen menor, 

e." Un lado ei liciipre menor que la suma de lut olroi doi, J 
tnayor gan nt dijerencia: parque aabenos que la eumo. Je dos ángu- 
los planos, (le un úngulo triedro es eiempre mayor que el 3," 6 
a'^b-\-c,y i<,a-|-cóa>-A— c. Luego también lo seniíiunia íleioi 
trettadoi de un Iriánguto ei lietnpre tnuyor gue un lado cuníguiera: jior 
qiie reemplazando fii+c por u + í, tendremos que + &+CBC con- 
vertirá ra ii-^i; y eegun esto el scmiporímetro será =u-f-¡i^a; 

599, Cortemos el ángulo triedro propuesto O con trus planos 
^rpendiculares Tespectivamentcá las arístaa, estos planos dcisrná- 
neiáa oiro segundo ángulo Iricdto O' opuesto al primero ((ig. C): 
los ángulos planot d«l uno serán itipUmetUoi de íui ángulot diedro* 
4el otro, y recíprocamente. 

Con efecto siendo JVOJ^ una de las caras del ángulo triedro 
propuetlo O, tiremos por los puntos Jlí y JV, el ejido arbitrariamente 
en las aristas O.lf y OX, doa pknos perpendiculares á estos rectos. 
el uno será lambicn perpendicular á las caras JlIOJ^y MOP y el 
otro i las JUOJ^ y ATOP, vemos aegaii CKlu que los ángulos JU y .f/ 
del euadrilátcro OJIfP'M'aoa rectos, y de a qu¡ concluiremos que el 
ángulo P' es suplemento del MOJf. Pero estos dot pknoasecontei 
BOU las caras del otro nuevo ángulo triedro O', y se cortan según la 
recta O'P' que es una arista de este cuerpo. E\ ángulo diedro for- 
mado por estos planos, está muniúeBramente raedidolpor el ángulo 
JUP'A", por ser el plano de este ángulo perpendicular á estas doa 
caras. Luego d ángulo plano JtfOJV' del primero es suplcmcnta 
del ángulo driedro P' del segundo. Esto mismo podremos ¿ecir 
/especio á las otras dos caras: JtlOP y JWP que son suplemen- 
los de los ángulos respectivos MK'F, J'fM'P. Los ángulos planea 
del triedro O son por coasiguieiitc los suplementos resjicctil'oi 
de los ángulos diedros del ángulo triedro opuesto O'. 



Recíprocí mentó, loa áogulo 
sntos de loH ángulos diedros 



1 



plnnos lid triedro O' son >Üpl 
del triedro O, por una rozón 






LoB (loe ángu loa triedros o j O' determinaudoslriáoguloB 
feríeos JBC ; A'B'C" de ta,l Duturaleza que loa ángulos del uno 
sotí suplementoB de loa Udoa del otro, y reciprocamente. 

Dado un triángvla eifér'ico ABC niyo* ladotion n, b y c, podre 
mol coiutntir, en toiloi euKS, otro A'B'C, etifoi ladot b', b', ¡r c 
aan laleí, que ¡oi ángu loi A,Bg C dal una Mnn lot lufilcmeitloi rn- 
jteclivoi de los Indos a', b' y g' del otro y rectprotameiíle, es decir «JUM 

o' = iao»— J, t' = lBOo — B.í'^iaO" — C. (I) 

J' = iaO« — a,JJ'=IBO'' — t, C' = ll!0'' — c (í) 

AI triángulo formado de eate modo EO IIbidr polar ó 
plemtnlario del primero. 

Vemos ademas que ta turna de Jni Iret ánguloi di euaigmer 
triángulo eiférico, eilá litmpre comprendida mire doi y ttis rtclof. 
Con efecto aubcmoa, por una parte, que siendo cada ángulo menor 
que dos recios, debo ser .4 + B+C<6 rcctoa; y poiotrn, teodie- 
mos que sumando les trca ecuacionea (i) nos reaullará 

^+B+C=6 rectoB— («'-l-S'+O 
y como liemos visto que a'+A'+c'<C4 rectoa ^núm. 588,5") vi 
moa también que A-^B-^C^I rectos. 

LuH ecuoetonea (I) y ('J) sotí luui útiles, porquo por medio i 
ellna te reducen á tres los seia problcrana ilt- la trigonometría e 
A-tLcs. que lodua conaUten en liallnr trca de loa seis elementos de 
un triáj)gu!o, cuando so conocen los olroa. Supongamos por ejem- 
plo, que sopamos tiaüsr loa trea ángulos .d, ByCeuando bc 
lioiícanloa tres lados a, by c: reciprocamente, si senoa dan loa 
¿ngutoB^, By Cpara liallar un ladoi, austiluiremoaal Itiangul» 
BU suplementario A', B' y C, en el cual se conocen loa tres ladod 
n', b' y e', por medio de loa ecuaciones (?),* y después de haber ha< 
lindo uno de sus fingidos J', conoceremos el lailo opuesto pot me- 
dio de las ecuscionea (I) que no3donií=:lfiO"— .5'. De modoquft 
basta aaber reaoiveí un triángulo cuyos Ireslndoase conoceu, para 
■aber también resolver el tiiaogule en que ee conocen loi tres án^ 
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guloa; y asimismo <]c los demne casos. Todo OGto quednríi aclara- 
du en lo accesivo. 

600. Si se corta el ángulo triedro O (lig, 9) con un plano pmn 
perpendicular ú una arista OB, y que pase por un punto cualquiera 
do eila tal como el m y supoocmoaquc Oin=: I, tendreiiioaque 

Hin^lnnj.c, On^sece, n>fi = tanj.í, Op^secb; 
y como loa titángulos rectilíneos ump, t\pO nos din (niím. 355) 

7,p" = m/.'+p,«'— í,nn.pm.C09.3, 

nj." = nO'+pO'— 2u0.p0.C08a; 
ii ahora restamos la primera de la segunda, nos resultará, con moli- 
vudeaer loa tiiánguloa nmO,pmO, rcctánguluB en i», y seíadenias 

0=; 1 + 1—2 Bwc.isecc. coaa+a tnnjc. lanji.coB J." 

¿ introduciendo — en lugar de sec, y-~eneldGtani:hftllatcmoB 
eos coa 

f, I COB a j^ sen e. sen b. eos A 



cuya eeprcsion nos da la ecuación 

Del mbniD modo lialiaremos que 
cosi=cosa.cos.+Ben«,, 
cos.= cos=.cos4+sen<.. 

Do la ecuación (3) sacaremos 


="'• "■' 








r.'í.r.cí- 


w 



y de aquí 

y reduciendo en el segundo miembro el «ntcro i la foiina de que- 
brado y teemplaíado I — coa' con son' nos resuknri 



túinofiC slioru la raíz cuuJriiila de esta eaprcsíún, y djríilansa 
loH dos Diicmliros por Ecn i, veremos (juo el segnado miembru 
es imn /unción liíaílñca do o, ¿ y c, á la cual Uamareinoa JV, 



= ^, CoRibicmoa c 



a, en B y fe. en C y c, y 
tautc conciuiremoe de aquí 



3 eJcoiprD Jd pcrm&n«cc ( 



(]uo nos dice, ijut en todo triángnlo afirico ¡ot lenot delrián- 
guloi ton proporciónala á loi teños (fe lot ladoi opiirtUut. 

Psra eliminar á fe de la ecuación (3), sustituyamos & coe. fe 

eu voloT (4), y en lucnt de sen fe á — . . 1 J Í5 eacado ds Is ccua- 

cion (5} y not Tcsultari 

COB o=co6 a.coa'í +sen a.sc t 



psD+-^ 



pero como coe'f:= I— ncn'c tíguese qae i otro do cien do este va- 
lor y úiridicndü la ecuación por aen.a.Ben c hallaremos que 

sen r.cot a = cot ecos B+aen B cot J (6) 

Aplicando £ la ecuación (3) la propiedad del triángulo snpls- 
menUTÍo (ecuación 1 y 3). es decir cambiando i a en 180°— jl 
y .A en ISOb^ii, Síc, tendremos que . 

— eos J=coaS.coíC—senB.sonC coso (7) 

Estoa teoremas son luñcieateB para resolver todos los trian, 
gulos esféricos, según veremos en los desarrollos que vamos i 
dar; pero liai aun una ecuación jcncral que se ciaplea klgunaa 
veces. 

Eliminemos fi cose éntrelas ccuoeiones (jy-y comií 008*0^1 ^ 
~-sen'a. si dividimos toda la ecuación por sena, hallaremos que 

sena.cosi^scni.cosn.coar+senc.cosB ...(Ü) 

Debemos añadir también i lado lo ospucslo, que e 
las ecuaciones jcneralcs liallsdaa entre ciertos elementos de 
un triángulo csieiíco cunlquicr& ABC, podremos cunbtat ia i 
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y J en h y 11,(3 tntnbieii en c y C,y re c!proc amonto; de modo i|iio 
las ecuaciones (6, ' y B) reprcBoman cada utia de ellaa otnig (ren 
<lel miemn moiio qnc la ecuación (3) nos ha dado la> otras doa 
(4>. Y nsi tenilromos por ejemplo ()ue 

smc.coL.b = cosc.cosA-^scaA.col.B (9) 

— cosZÍ=cos J.cosC — Hen^.senCcosi (10) 

eeaccoib =3en B.cosr. coa J + sena, ees B, 6íe. 

Triángutoi esfiricot reelángulot, 

COI. RcpreBentcmoH el ángulo reotopot J, y la hipotenusa por 
a (fig. 7), jr en virtud de esto hagamos en las ecaacionce (3) 
(5, 6,7, 9 y 10) á ^=30'', y nos resultará 
cosa :=cos ¿i.cosc (m) 

lanjc ^ tanja, cosB. (ji) 

eos a =cot. B couC. (í) 

cat B^cot, b aent. (r) 

co9B=sen C eos 6 (.) 

Estas seis ecuaciones están acomodadas para el cálculo 
iogaritmíco, 7 Bon auQcientes para resolver cualquiera triángnlu 
rectingulo cuyas cuestiones están todas comprendidas en este pro- 
blema jenerol; Dadoi dos de lot cinco elenienloi a, b, c, B ¡f C, 
que pueden aer desconocidos, determinar loa oirní íni. Y así in 
cue^ition i^ueda establecida cutre tres elementos do los t]ue solo uno 
ea desconocido- Representaremos los ánguloa del tTiángulo por 
>}, S y C, siendo siempre .A el áugulo recto, y detenninarcmos 
entre las seis ecuacionca anleriorea cual es la <iue compren- 
do los tres elementos de que se trata; pero podrá miii bien su- 
ceder, que para bailar esta ecuación tengamos necesidad do cBni> 
btar de lugar las lelraB By Cen la figura. Según sean loa di- 
ferentes casos que se presenten bbí también elijiremos las ecua. 
cioncB que contengan les tres elementos comprendidos en ot 
problema. 

La hiputenuia j y dos ángulos By C lómese la cciwcion....(?) 

a -; un ángulo í opucEto '' ■ (") 

(. By el lado ¿ adyacente c > ■ * • ip) 



Un laJo b <!e1 
Sos lados b y r del ánguli 
El frecuente uao i¡i 
qne Ins rct«nga«iAB de iiio 
te diñcil por U fulla do e 
ra. likllnrUs en cualijuiorn 
dio cinpi 



Alíeos A nrenioA. 
los trcR lados a, Ly c. 



igulo recto y Iub ángulos B j C. 
roclo y un ángulo B.. 
\ EO hace de 

lorii, lo que seguramente es bulan' 
netrU ()iie observamos en ellne. Pa- 
iCKsion, M. Monduitlia dado 
01) leer en la tigura minina I 



intermedio ^producto de? 



CD elementos del triángulo rectángulo en c¡ tnisnio orden 
quo so bullan, al rededor de ello, y observar que tos tres elemen- 
toH entre quienes buscatnos una relación aon cont'igvot 6 aüer- 
n'itivas; y de hecho roaulta mempre que 

I re. Altirkm 
re. CoüTioDOS 

Solamente que al tiempo de aplicar este teorema, ce preciso 
retiapla^ar loi dos ¡adu¡ Je/ ángulo recta par tul aimplrmenlot, 
DB decir, euG eenos por los coseno?, y ka tanjcntes por Ins cot. &c. 
Podemos, con efecto, comprobar que estas dos proposiciones re- 
producen exactamente las acia ecuacioues anteriores, 

1," De la ecuación (m) concluimos que el coieno de la «. 
aotaiuia et iffuat a¡ producto de los aueHii de lot olroi dat ladoi¡ 
de aquí resulta que uno do los tres lodos es^ó^QO", 
sean loe otros doa Indos de especie Bcmejanle ó diferente, por 
que loa cosenos de los arcos >90.* aon negativos, 

S.o iia ecuación {q¡ nos dice que ai comparamos la hipotentii 
con los doa ángulos adyacentes B y C, uno de calos tres arcos 
ca >-&<90.° según sean los otros dos arcoa de especies ecme* 
jontee 6 diferentes. 

3. o Lia ccuocionea (r 6 *) nos prueban que cada udo de loa 
£nguloB B y C ta siempre de la misma especie que el lado opuesto- 

4." Asimismo la ecuación (p) manifiesta que U hipotenuea y 
un lado eon de la misma especie, cuando el Ángulo comprendido 
es ííOO." y de especies difcrenlea cuamlo este ángulo ca >flO.' 
KntendemoB por arcos de la misma especie aquellos, qut 
auna son <¿>-90.'> y de especies diferciilee, cuando vno de 
ellos CB< jr el olro >90, » 
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5«. Finalmente, si el lado b del ángulo recto e8=:90<>, ten- 
dremos que eos 6=: O, y (según las ecuaciones tny t]cosar=0 
y cobB:=0 y de aquí concluiremos que los lados C^ y CBson 
cada uno de 90^, y perpendiculares sobre ^B\ por consiguien- 
te este triángulo es isósceles bi-rectángulo; y C es el polo del arco 
JÍB (fig. 7), es decir quo el pinito C se halla distante 90o, de 
todos los puntos de este arco. 

602. Aun cuando las ecuaciones anteriores sirven para resol* 
yer todos los triángulos esféricos rectángulos, conviene observar 
que no nos darán á conocer el valor de las incógnitas con to- 
da etactitud, cuando estos arcos sean roui pequeños y es* 
ten espresados por los cosenos, 6 cuando se hallen próximos á 
90^. y nos los de a conocer un seno. Tcd aquí como debemos 
operar en estos casos. 



1®. Sabemos (T. /. núm, 359) que tanj ^x 



__ 1— cosx 



l+cosx 

si conociendo d B y Cse nos pido el valor a do la hipotenu* 
sa, tendremos que la ecuación (9) se convertirá en 

.,. 1 — cot Bcot C sen B gen C— eos B eos C 

1 4- cot iícüt C sen B sen C-^cosBeosC 

. .-- co8(B-|-C) ,,,. 

por esta ecuación vemos que la iuma de los dot ánguhi B y C 
et >-90^. por que siendo el segundo miembro negativo debe, se- 
gún el primero, convertirse en positivo. 

2.0 Asimismo para hallar un lado 6 del ángulo recto, cuan- 
do se conocen los ángulos B y C, la ecuación (s) nos dará 

co86= .£—_.; haremos á «=:90o.— B; y de aquí sacaremos que 
sen C 

coBB=:seni, y eos ¿:= "^" * - según esto tendremos (ecuación 

sen C 

citada y núra. 360) 

. •«, , sen C— sen» tanil(C— «) 
sen C+sen « tanj|(C-{«x) 
y finalmente. 



= V I i-»j [llB— C)+4S'. ]. t.»i [i;B+C)-<i-- ] '( 





y irn kilo i, para htitl 


ángulo adyacrnle B, nos ái U ec 


«i.n (,) 


_ 1— lftnjc.colo__ 


0M...0U.+ .....0O.. 


-"'=^[s^í-;]- 


...,(12) 


Obaervaremoa que los senos 


i, .— , do .+< <1 



c deben 
tener el misma signo, para que uo nos resulten cuitiiladca iraa- 
jiiiariBs: luego ai a + c>iao<', la bipütcnusn a deben aer -^c. 
Luego cuando el ttiúnguto tiene ángulos obtiwoa, no es la, bipotenu- 
aa u el mtyot do los lados. Esto mismo lo pondrá <lc uiaiiilieala 
In ñgan lO. 



iai,j'lc = tai.Jí(«+6).tBnjH''— ft] ("3? 

6". Por último, hí liuscamoa un lado fr, conocidos qun Man 

el ángulo opuesto B y la hi¡>otenuBa n; en Uignr de emplear 

la ecuación (n), Laremos, siempTe que h ealé prfiximo á 90', 

i^flo» — ís tanj j^sennsen Jt; 

se convierte en coa3i^tanji, y de aquí •«- 



tBnj'í=_: '-rü =tanj(4S'' — 1} 



|-t!.Í.J,t 

y asi tanj(45'> — )t) = Vlanj(J5''— i) (14) 

después de haber caleiiUdo el arco x por medio de la 
Gion taiiji=:Beua.sen£, Iflociiadon (l't) nos ilnrá i conocer 4 k 
P res t;n taremos aqui Ins cttico elementos conslitiitivos da 
un triángulo ef-íerico rettángulo, con el objeto de ejercitar- 
nos en la aplicaoion numériea do las KrninliiB, pura lo cua! to. 
miremos á discreccíon dot de estos elemeiilaa, y calculareDiM 
loE otros tres 



Ai.JKBit.i stiFanioR- 
Triangulo rtclárigulo de prueb,i. 




E,..„.™. 


;l,oo.8E.voa 


Loe. tos ESOS 


Loo. T*Nj. 




a=7l».a4'.30" 


T.B167335 


lT503S475 + 


0.4731759 + 




b =140.53.40 


1.8000134 


Í.8!1B7507 — 


i.sioeoía— 




c =114.15.5-1 


1.1)598303 


1-6137969 — 


0.3^60333- 




B=138.15.45 


I.823Í909 


i.UTíBsea — 


1.9504541 — 




C=105,5a.39 


I.9Ü3106Ü 


1. 4370807 — 


0.5460S01 — 





El signo— que se halla á continuiicioD de muchos de 
estos iogaritmoe, cela destiniido i indícBt que el factor í que 
BB refiere ed negativo; es preciao no contunilir este eigno con 
el — que He coloca á la izquierdn de los logaritmos, en cuyo ciuo 
initicn una suatraccion, eitu llene lugar siempic r¡ue liai que efec- 
tuar una división. Según sea el número de faclorefl ncgolivoa 
de una Krmuk par ú impar, nsi también el producto tendri 
el signo + ó — cuya circunatancia es preciso que oiiservemos con 
cuiíladn; porque por ejemplo, tntij, a da pora a un arcon^BO», 
cuando esta tntijente es pneitifn, y el Ruplemenio de e«te va- 
lor cuando la tánjante ea negativa. 

En cunnlo á I que es el entero de muchos de lot lagarit- 
nioa de arribaí hemos esplicado yí esta eapresian (nlim. 9I,T.T) 
TriángiiUit enjiricat olilui&agulot, 
G03. Tomemos aliara en consideración todos los cntoa que 
pueden presentar eitoa triángulos 

ler CAM. Dailotloitretliulon,byel,Cig.2 bis) hallar el án- 
gulo A. 

Ltt ecuación (3) del número fiOO se convierte, con sustituir 1— 2X 
seit') A, en lugar de eos A, en 

co»a = cOf(&— c>— 2Ben6Bencson'l.fl (15) 

E^ta ecuación es de un uso frecuente. De ella sacimos que 

2íení seor.opn'J J = coa(i — O— cosa 
y en virtud de la ecuación de la nota núm. 3G0, en que ec cambia en 
producto la iliferenein de lo? cosenos, tendremos que 



AliedrA (TUfKnioK- 



EsU 



ds&e 



sUngulo^. Esti 



il cálculo de loi logaritmos, no 
QÍGma ecuación ee convierta e 



aira obh EÍmÉtria hacíeoilo í 
j de aquf sacaremoa que 
Ben'J-^ 



SMstitiiyendo en 1 
is A tendremoa que 



finalmente, difidiendo la priincia 
gunila haliatemos que 










de eítai tres ecuaciones recuclve la cnestion. 
a." Ciso. Dndíithi ¡rfirin^u/oi A,B y C Miar el Inda », 
La propiediid del trian^lu Bupkraenlario (niím. &a9) aplicad* 
t las ecuaciones precedentes, parla Eiiüiítucion Ha los valore* (I) 
7 (!] ; haciendo al miEmo tiempo 4 

íP=A+B-Í-C, 
nos dori 

coeP.i:naip ~JI) 
eQaJJ. seoC 




„ _ _ c osP. co;(P— J) 

"oKP— iíJCOHiP— C)' 



primfr miemliro cí a'nciulmfitte pniHivo, añ oimo 
•n c (™ virluil líe que h ij c Jnn < lEO») jhmdi gua 
aunmitma tienipo *«ac<b-f<a, yc>b — a: por 

un visiblem^nie nbturdaí-, y uofpcjnuj 



M precito giu 

a hallar egui ti tear 
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3.:' 


' CASO. Dadoi dat ladoi a y \>, y ti 


ángulo 


compren- 


dido C, 


hallar el tercer lado. 






Pnra rcaolvcr esta cuestión godrenos i 


Emplear 


la ecua- 


CWD(4 


núm. GOO), bajo esla forma 








coB t = coB a. coa b (1 +taDJ o. lanj b ■ 


íoaC) 




Si 


conocemos dos ladoa ft y c y el áaguli 


1 comprendido A, 


podemoi 


I hsllar el tercer lado a, por medio de la eciiac 


:ion fun. 


damental {3. nrtm. 600). después do haberle ■ 


dado un 


a ffinna 


acomodada al cálculo logaritmico, para lo que 


harem 01 


> i 




coH^=:2coB'1.1— 1 ycosa=l — 2 


sen'l o 




hecho 1 


;sto tendremos que 








1 -9 sen' l-i =coa<6 + r) + Í8en i. icn < 


:.C08«1-Í 






= 1— 2sen'l',t + c) + 2aent. sene, c 


«a-t^i 




t6incse i 


jn arco v de una magnitud tal, que sea aet 


1 1> igual 


.co»lJ 



1 



V (bcq £. Ben c) y suBlituido este valor en la ecuacioD i 
Bultará que 

aen'Ja=Mn'i(í+«)— «n'" 

y cambiando el aegiiiido miembro en producto, por las fbrinu- 

lu de la nota del núm. 3G0, hallaremos la ecuncion final 

aeu' 1 « = Ben JC6+=+5tr).en J(i+e— 2b). 

4.° Caso. Dadot doi ánguloi C y B y el todo adyaantt i. 

Itallar ti tercer ángulo A, 

La ecuación (7) nilm. 600 noo da t; 

eos J = C0B fleos C(tnnjB, tanj Ccobo — 1) 
Podremos tnmbien recurrir al triángulo lupleméntario, y por me- 
dio de la teoria precedente, halla remoa que 

sen cufien i av/ (sen B. sen C) 
y por último que 

coe'í A =!en l(B+C+ív) sen i(B+C— Ib) 
5.° Cabo. Cimocitndo ¡ot Ireí elemtntot gtguicntea dot lado» 
y uno de Idi áns;ulo$ opuetto$, hallar el cuarto. 

Para resolver este caeo, es preciso rccurir a la regla dt lo» 
cuatro «no», ecuación (i) nfira. 600. 

e04. Eficeptuando los casos en que se conocen los trea ladoa, 
" loa trea ángulo» de un triángulo esférico, lodos loa demis 
problemai de esta trigonomettio, conlieneu entro el número do 
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ástOB iin ángulo y "n lo'lo aJyacente a ene, ademaB ile olro 
tercer elemento: en adelante re preaentn remos siempre CBlu án- 
gulo por.í, y el iodo por b. De uno de loa ángiiloi C(fig. 2. i;») 
bijetnoB un «reo C D perpendiculsr aliado c; y leudremoíque 
el lado í quedará cortado on dos segraenloa ^ y Ip', y el án- 
gulo C en doB ángulos g y (', conviene a eober 

i=94-(p', JC=6 + (■ 
ton¡endo entendido que una de «íin garUs «rú ntgatita ta cada 
ecuación, ruam/u «' orco perpendicular caigafuera del triangvSo, 
cuyo cato te preteiUa titiipre que de ío» ánguloa A 1/ B ¡¡e la ba- 
te el vito na agudo y el otro obluto: por el contrario ate ar- 
co cae dintro del IriáTigulo, citando ertoi doi ángvloi ton de ta 
mí tina etpecíe. 

Con efoclo, SBijuemos óa los dos trüngulos rectángulos 
ACD BCD, los valores del arco perpendicular CU, vatiéndonea 
para ello de la ecuación (r) niíni. GOI, y tendremos que 
tinjCD = lttDJ.4Een ip=:tnnj B sen ?■ 

Si lo« ángulos A -y B son de la misma especie; sua taüjentea 
tendrán el mismo signoi y por consiguiente sen Vf y sen 9' le 
hiillun en el mismo caso.- pero cuando M y B son de especie di- 
ferente, sus taujentes y por conBÍguÍente sen (p sen Q' deben 
tener signos contrarios; en cuyo ca^o el arco perpendicnlur f'O 

í cDC fuera del triángulo y solo uno <le loe eegmenlos (p 6 <v'es 

^el cjuc CBtá afectado del signo — . 

BOi. En la figura 2 bit vemos que el triángulo JÍBC «rIí 
descompuesto en otros doa ACD y BCD, quu podemos consi- 
derar Ee par adamen te, y por en resolución conseguiremos conocer 
los elementos que no se nos lian dudo con el auxilio de los dadoa 
Este procedimiento tiene por resultado ecuaciones simplea, a que 
con suma facilidad pueda aplicarse el cálculo logaríltuico, Y edo 
mismo es lo que vamos ahora a ensetiar- 

Resolveremos en primer lugar los irünguloa ACD, v BCD 
para hallar loa valores de una da las partes C fi j, del lado 
c ó del ángulo C, suponiendo que conozcamos el Sngulo ^ y el 
lado adyacente i. Lía ecunclones [p y fl) nfim, 001 nos dará» 
aliora Ins ecuaciones ( l y 3J. Sacando cu seguida de cnJn uno de 
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loa tñíripiioe tos valares del oico perpendiculu- CD, é jgut- 
lindólos. bsllarcmoG Its eciiaciones (5,6, T y 8], ciiyaa ecuacio* 
aM respectiva* provienen d« las {in,i,ryp) 

Unj C=:tanj 6. CObJ. ...!([);■ col. |):=cob*. Unj J....(S) 

'=C+C' (3): C= 6 + s ■ (4) 

«wa «eC ,, eos J _ 



ttnj A _ Ben q. ' 



(5)! ^=^^ (6) 

tenj í eos » ■ ^ ' 



VcamoH tJiorn los dívcrBos casos que pueden preí entane, y el 
toodo de tratarlos con el auiitio ile aBtas ecuaciones, teniendo 
«icmpre cuidado de los signos de los bodos, cosenos, y lanjentca 
cuyos signoi Bon positivos (i negativos, según peHenexcan esUa 
liueos íi arcos <í ó >90. ° 

Ademas de lot dalai A y b, se nos da también otro tercer elc- 

■ • ° Si se conoce c ídoi ladoi h y cy ti ángulo cnuipreh*ndi- 
do A] tendremos que la ecuación (I) nos dará i <f, la (3] a <f', y 
csiosarcos pucilen estar aTictidoe del EÍjno—i la (S) nos da & a; la 
^t) íB.y ñnalmento la !fi) a C, cuya especie Eenemos ya cono- 
cida, mlmcro. f,ai 

S " Si conocemos S C {(/o» an5«/m A y Cyct lailu adyacen- 
(íbj. Inecuación (í) nos dará á (Ha (4) i C cuya salor pue- 
de pee negativo; la (1) á B. la (S; í a; y la » á r, i\nt es He espe- 
ríe conocida. 

3. ° Cuando se conoce íí a (ilui ladnt a ^ b ^ c' liiifiilii npntt- 
ío A).Uecniicion(l)uoBdai Hi; la (ó) alp'; la (3) S c; y las (7 y 
9)aByCí 6 bioD la ecuación (3) nosáfl; la ;8) á fl'; la [4¡ ú 
C; y Ins (8 yB) S Byt 

En este caso, el problema tieno en jeiiertl du« aoluciones; por 
o Q' /i(' están ealcalados por medio de un cuieiio, *ii 
D tiene el doble eiciio ±; por conei^rnitutc c y C tienen dos va- 



tsc 



IB dé por tciultado que u 



1 de elloi 



o desechareinoB eita salucion co- 



lore», á no»er qoeel cálculo I 

M negnlivo 6 > IGO» en cuyo ci 

moimpoEible. Lnsecuacione8(Sy •))D08dan io'rq-' !»orinedio 

de loB valores de buh senos y de aquí resultan dos valoro» para 

B: lomiaino que para C j c. 

4.0 Cuondo se conoce a B (tio* ónjTiíoi A ¡i B y el lado opia- 
ta b) la ecuación (S) nos da el volor de g; la (6) el de ¡j"; 
la (4) el de C; y las (8 y 9) loa de a y c 

O bien la ecuación (Onoa da 4 (p ; ía (1) á *■; la (3) 
i c y Ub (5 y 9) íi o y C. 

También en este caso hai dos splucioneB, porque corso lo« 
Tolores de Q' 6 j ', los'^allamoH por meilio de un bciio el arco i 
quien corresponden tiene desvalores suplementarios; y asi «en 
lo ecuación (3) y a en la (8) reciben doa valores, esto mienio 
sucede con o y C on las ecusciones (5 y 4), fiíe. 

Obsérvese que en cada uno de los cuatro cesoa que aca- 
biimos de analizar, no hemos hscbo uta sino de Ibk ecuaciones 
eeSaladBB con los números ya pares 6 ya impares! cuando es- 
l4 6 nuestro arbitrio ia elección do csIoe dos EistemBa, prefe- 
riremos siempre aquel que nos proiluzcs uálculos 6 mas sim- 
ples i> mas exactos ('). 



e conoiean ya 
I /-«/o, bya- 
'- ' iptuaa, 

•Hga dtii parta tonocidaí, aütmat dU áugulo mío, E$- 
le aico no debcpitn pirlir del ángulo dado mil primer eon, ni 
amr tabre el lado dada eti el tcguttdo. Jteruiltiiie ftíe trián- 
gula rcciángulo, y calfúleiiu Int dni le^mlae l^y fi)' dt labt- 
le, 6 ¡01 i y 6' del rtuju/o del vírtic, ' ■ - . - 

y S tí rnimcínn del modo í^uicnfr-, 

I.' Los coeenoB de los dos Isdoi del ángulo de donde par- 
te el nrcQ perpendicular son como loa otia. do ¡os segroenlos 
respectivos de la base; las cot. <le enlos Isdoe aon como los co- 
senos respectivos de loa Begmcnlnit del íngulo del vérüce- 

'i." Las i^ot. líe lus dos ¿nguloc de la liase son como los «e- 
no» reípeertvos de Ins segmento? Je la base; los c 
ángulos son como loa senos de los seemenlo» respectivos id 
angiilu del t ■■ - 
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tos. Perentaremos ahora algunas consecuencias importantes 
que de aquí se deducen (fíg. 2 bis) 

!.• La ecuación (6) nos da co^ft— cosa ^ cosq)— cosQ* 

co6¿-{-cosa ^ cos(p-}»coe(|;' 

en virtud de las ecuaciones de la nota ndm. 360 que sirven 
para cambiar la diferencia y suma de los cosenos en produc- 
tos, y de 8erc=<p-^;p'. tendremos que 

tanj4{(p'— v(,) = tanjJ(a+6). tanj i(«í— ¿)cot. Jc...,(IO) 
Siempre que conozcamos los tres lados a, b, y c, He un trian' 
guio: esta ecuación nos da a conaccr la semi-diferencia de log 
segmentos (p y <(»'i y por consiguiente estos mismos segmen- 
tos, por ser Je su semi-suma. Resolviendo en seguida los triángu- 
los rectángulos *ACD y BCDy bailaremos los ángulos A y By 
a saber: 

cos»4=tanj (p cot.¿, eos ^=tanj Q' cota (M) 

2.* La ecuación (7) nos da asimismo (nota del n(ím. 860 cita* 
da anteriormente.) 

tanj^ — tanj B _^ sen <f'— sen d) tanj i((p' — ^) 

tanj A + tanj B sen (f -f- sen Q tanj 4( V '+ (p) 

tanj •(<?•- (P) = -!S5LÍ^^ tanj \c (12) 

sen {A -4- B) 

Cuando se conocen dos ángulos A y B y el lado adyacente c» 

esta ecuación nos da á ^ y (p' (fig. 2 bis); y en seguida las 

ecuaciones (11) sirven para determinar á a y 6. 

3.* La ecuación (G) nos da, operando del mismo modo que 

anteriormente, 
lai.JKO'— 6) = tanjJ(^1+i5). tanJK^— B).tanJlC.,...(l3) 

Cuojvfo se ms dan los tres ángulos A, B y C, esta ecua- 
ción nos (la á conocer á ft y O'? X «" seguida hallaremos los 
lados ay b, resolviendo los triángulos ACD y BCD que no» 

darán 

cos¿=cot. ^ cot.^, co6a = cot ft' cot. B (14) 

4.» Finalmente, la ecuación (Jl), tratada del mismo modo. 

nos da. 

3 
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-'-• —...(.+6) >-' 

Conociindo doi laÚot > y b y ti ángulo eoaprendido C> htlkre- 
mot á í y b' 7 ^" seguida í A y B poi medio de las ecua- 
ciones (H) 

Lis ecincieneB que scabsinos de establecer Bifven pare de* 
mostrir loa teoreniuB conocidos bajo el nombre de analojioi ú« 
.Vfper, IguslerotM loi valores (10) y (19) de lanj J(^' — 5); j 
tendremos, pur ser sen 9 a ^1 sen a> coi a. 



Pero la eciiacian (9) nos dá 



senu-f-MQ b aeu.l^-Keuií 



y d« aquí : 






Uultíplícsndo y dividiendo miembro por miembro Is ecuocion 
(10) y esta últimD, nos resultará que todos los términoi que no 
■e deitruyart estarán elevados al cuadrado,- y cstrayendo Ib rii2 
lidiaremos que 



tanJiCi— i): 



taT>ji(«+i) = 



,_,,,^ sen)M -n) 






*i(J+B) 



tfluJícC 



Igualemos los valorea (13 y 15) de UnjlCfi' — fll.yope- 
remos con la ecuación re^ultaotc, dd miímo que anteriormente. 
lo que en realidad se reduce a cambiar ios .4 y B de arri- 
ba en a y í y reciprocamente, y cu seguida c en Q, y ten- 
dremoa que 

(•) Cono tnnjic. toBÍ(A — B) ei tmn canlidnd imtitha, ti pm- 
tito gue tanj i {B+b)ycüa í (A + B) líBgvín W tn-mr «yiia, dt 
aquí enncluiísiii gue la semi enma de dos ángulos cualesquiera, es 
siempre de la misma especie que la scuiieuma de loa doa U- 
dos opuestos, y reciprocamiíUle. 



1 
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UnJK^-B)=-^-^.cot.lC 

8en4(a«f-D) I 

> (18) 

UnJl(jí+B)=:Í2!JÍ?n*).cot- 1 & 

C08Ka+¿) 

Est&s son las anahfia» de JWper, hacemos uso de ellas princi* 
pálmente para hallar dos lados a y ¿ de un triángulo, cuan« 
do conocemos el tercer lado c y los dos ángulos adyacentes Ay B 
(ecuación 17); 6 bien para hallar dos ángulos A y B^ cuando 
conocemos los dos lados opuestos a y ¿, y el ángulo compren* 
dido C (ecuación 18) 

Triángulos i$6tcele$. Sean C y B los dos ángulos iguales de 
un triángulo isósceles, (ñg. 2 bit) 6 y c los dos lados iguales, A el án- 
gulo del vértice, ya la base; el arco perpendicular, que vades, 
de el vértice al medio do la base, nos da dos triángulos rec* 
tángulos simétricos, en los cuales hai las relaciones siguientes, 
formadas por las combinaciones de 3 en 3 de los cuatro ele- 
mentos Ay Bfüf h; estas ecuaciones nos dan a conocer a uno 
cualquiera de estos arcos cuando conozcamos los otros dos. Y 
así dadas dos de Las cuatro partes siguientes, el ángulo A del 
vñrtice^ la bue a, uno h de los lados igualeB, y el otro B d^ 
los ángulos igualeSs que son las que constituyen un triángulo es* 
f trico isósceles^ podremos hallar las otras dos; las formulas siguien- 
tes servirán para resolver todo3 estos problemas. 

sen^ a=sen | A, sen b (m) 

cos6=cot B cot \A (?) 

tanj i a = tanj b cosJB (i>) 

eos J .4 = eos i o.sen B («) 

De los problemas que tienen dos solucimus. 

607. Todo triángulo esférico resulta de la sección de una 
esfera por tres planos que pasan por su centro. La fig. 10 tie- 
ne por base al círculo M IC m K,y representa un hemisferio pro- 
ducido por uno de estos planos: los otros dos planos nos dan 
las semicircunferencias A C tL y la BCB'' que en la figura ve- 
mos en perspectiva; los planos de estas dos semicircunferencias 



t5S 






se cortan eegun el radio CO, y deteiminin et trián^ilo 
.IBC. Loa arcoa CA y Ca. aon auptementarioB! el án^Io A es 
la iaclínacion áel plano ACn con la baie KK\ Si tiramoa el 
plano JilCni, por el radia CO, perpendicular mente u esta baie 
KK\ y en leguiíln tomamos JIIA'^JVA, á uno y ulro IsJo 
(le cate plana MCm, tcndiemoa otro segundo plano A'Ca,' f^V 
inctrico con el *3Co., que noa dará 



\AC 



= A'C, CK = Ca.', A =:A'tSB. = a.: 
el plano ACa. al rcdcdnr del radioCO, 



a posiciones CK. CB,^^...- 



Si hacemos ji 
con el objeto de que adquiera tuda 
esic plano lerá perpendicular á la hma cuando coincida con 
MCm; pasada esta posición irá también siempre Ibrmando dos 
inguloa Bupl ementen os, con la baac de lus cuales tino su halla- 
rá debnjoy utro eiicinia de este plnno. Loa orcoB CB, CJ.Cí"...- 
crucen a medida que ae desvian del nrco perpendicular CM^z 4- ■ 
que es el menor de todos, bajta el arco perpendicular opue$li> 
Ciu que es el mayor. Con efecto, el Irüngolo ACJi en el ciikI 
CA:=b, iioB da cus JC^=cot.t. lanj +, y el facior laoj if es 
constante 

Cuando el arco ACM lia ¡legado a ser de CO", eomosnfe- 
de con ol arco CK, cuyo plano es perpondiculur a! ,WCoi, ten- 
dremos que col.i=0, y el nrco CA'=till". Continuando Pii te- 
f uida el plano en sn niovlmíenlo hicia C n ', resulta que toaACJÜ 
es negativo, y crece auccdicndo eslo ntismo i Cut In de modo que 
el arco CV continua aumenlando. Pot otra pune, cunio & uno 
y otro Indo ilnl plnno J/C'm todo es siiuctrico, sigúese que lo» 
arcos é inclinaciones íerin iguales de dos en dos. respecto S 
arcos iguales tftiea como MAsíMA\ta decir que CJ=C.Í y 
el ángub A = A\ 

Jirándo do este modo, el plí„n secnnle se inclinnri Cfula 
Tez mas sobre la base KJUIC. .ien.lo sneesivamcnic CB, CA, 

^'^- P^^V'B ^' triángulo roctingul,.,ÍCJl/,iüadaliimbien que 

sen i4.=Ben,i.aeii^ (ib) 

en cuya ecuación es constante et primer mirmbro, y sen i va 
desde Inego aumentando, scgun acabamos de decir; v pnr cnn- 

írgiiientc sen^ ditminiive al mi«mn i; ' , 

-" "' mitmo lniFipo qiip el otro 
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factor crece. Pero tan pronto 
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el Uilo li llega á valer 90" 
¡n cuyo caso C/f ho convierto en CAr=;90o = JVJÍ), senidU- 
inuyei y por conHÍgiiiente sen A aumenta, y d ángulo .í que 
ra agudo en 1* biee, ha ai)r¡uiritla bu menor valor en el pun- 



1 seguida a 



. Este punto K e 






lo (!e la Eeinicirciinferencia MCm; el áriguto K c 

por el arco CM^ ^^, ^K, 6 al otro lado del plano secanie 

por CiB=1iiO'' — ^t,. 

Vt-mos pucB que Iodos los arcos que parten del pnnlo C 
(fig. 10) y terminan en algún punto déla baec acnitciicular^JV^ 
pon <0O«, y qup ba que van á parar al aejniclrculo JCinlC 
BOU >90», y qua CK'=:CA"=:90'', Ademas CJtf=:4, yOns; 
IHü"— vi- (valores de <^ que conoce moa por medio do la ecua- 
ción l!*) son los llmiteB entro que están comprendidos todos lus 
arcos lalea con.o CA. Cuanto mis ee acerca un arco a C.V 
tanto menor es, y por el coutrario, cuanto mas próxiiuo se ha- 
lla de Cm es tanto mayor. 

La inclinación de los planos con la base, que es de 00," 
en la sitnacioii. WCm, disminuye cuando esto plano tonin las po- 

Bicione* CU, CA hasta la CK en In cual if— v(.: en se- 

guidn crece desda K basta m, y «n la Cm IK'gn d ECr de 
PO". El ángulo ea agudo bScia el Injn tio CJH y obtuso al Je 
Cm, y como eatus líllimoa áo^nlus bou supleinenlos respectivoH 
de lug primeroe; sígiieae que todos estos ángulua obtusos goii 

Finalnionlo, cumo-á uno j otro lado del phino J/Cni t«- 
do 08 simctricu, síguesa que respecto i dos areoa igualua .U.l 
y JUA; las incliuaciones Je CA y CA' serán iguales, y taní- 
bien lo serán estos dos arcos. 

En virtud do lo que llevamos espueato, es fátil reconocer 

ai en un triángulo dado büix cual fuere DCA, BCA ,el ateo CU 

perpendicular a Irt bíue AB, cao dentro ó fuera do este trilu- 
;;iilo, y verificaremos los corolarios dados on el niiiu. 6ÜI re- 
Iniiros a las maguiíudoa do los lados y de los áagulos de los 
triánguloe rcctánguloi«. 

Los problemas i¡ue presentan soluciones dobles, y que sa 
acostumbra llamar oifci úiali'iot, son todos aquellos, entre cuyos 
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dato«, eDtTUí un l&do y el ángulo que a este i 
ptecisimente es lo que sucede eo lo» dos probleíass 3.-> y 4.* del 
núm. eos. 

eos. 1." Caso. Se nnt dan t¡o$ ladoi t yht/t¡ ángulo oputt- 
to A. Cortóse el beinisferio KMKm (fig. 10) con ud plano JC* 
que pasando por el ceutro O, tenga con la bnse un» íliclini- 
eion «3:11)01680 en Begiiid».áC^i; y C íeri el vértice del trian- 
gulo que debe cerrarse con un arco Cl¡=^a, cuya inugnitud cono- 
ccoios. Analicemoc ahora e^taa condiciones. 

Supongamos, en primer lugar, qtie el ángulo A tM agti- 
do C^ =.b es uno de los lados del trián^Iu, y eete esti ce- 
rrado por el lado a, debiendo caer eslc Indo en la rejion nA'MA, 

porque si el lodo a, cayese entre -^JC.n como Cf. Ca.' tendiiamos 

por ejemplo que los triángulos ^Q', ú AC^' tendrían en lugar 

de el ángulo agudo J, al que hallándose ul otro lado del plano CA 
es BU suplemento. Por consiguiente este lado terminal a í¡i¡'¡ 
parle del vértice C debe venir a parar a slguu punto del ar- 
co A.VAa.. Los arcos tales como CB y CB' son de dos en dos 
iguales y están igualmente inclinados a la base, aieuipre que 
vayan á parar ¿ puntos como B y B' igualmente distaiitís de Jtí- 
Tümeae MA'^MA. JtfH=^fíí, y tendremos que loa arco» 
serán CA- = CA=b y C"C=CB = o. 

Pero si el lado a es </.. a caerá dentro de! ingubá'C.Í 
como sucede con CB y CB\ y en este caso leudremos dos 
Iriángiilos ECA y BCA, compuestos de los tres elementos da- 
dos A,b y a, es decir úvt loCueiontt del problema. En ciiyO caso 
lino de loa ángulos B de In base es obtuso y el otro B' agu- 
do. Por el contrario si o>i, tendremos que el arce a cae co- 
mo el C/y el triángulo ACf es el líiiico que reúne los tres 
elemenlos dados, porque el otro arco simétrico ni C,/^ queda es- 
cluLdo do hecho, por estar situado sobre el plano C.1. No hai 
por consiguiente sino una lola i-ilutíon en este caso y el án- 
gulo n dol triángulo ACf es agudo en/', así como tombien el 
indo el lado a>Cn =]\¡Q«—Í. el arco 
como CB'-. encima del plono ACn y en 



lado li. Finalmente i 






En cuanto llevemos dicho hasta 



iqu-, 



eiipiiesto que 



á 



6<90», puea liemoa hecho á CA-:=b; pero eí luviesemoB que 
6 =:Cn. >90.« y el Udo « cayese Bdemas como los CB ó CÉ; 
también en este caso tendrínnioa rfoj »o/ucioini BCn.,\y B'Ca.^ 
que tendrán en la base, uno do ciloa el ángulo agudo £, y el 
olto et ángulo obtuso B\ mié nt ras no tendríamos sino una tola 
iCf, el el lado a cayeae en C/^, ea decir en el espacio J'Ca, 
con un ángulo f obtuso, aái como también b, finalmente no ha- 
brá ninguna toludon cuando el Udo a caiga en CB'" encima del 
plano ACg. . 

Y así, siempre tguo el ángulo A se» agudo, siendo 6^<i 
^90.° no haisino una aola eolucion, cuando el lado b cae en el 
espacio a.C.9', ea decir, cuando el valor del arco a te halla 
entre b y lUO" — i; y on este caao el ángulo de la baac C9 
agudo ú obtuso auna con b; fuera de eatoa límites, í> hai dos 
soluciones, ó no hai ninguna; dus, cuando el lado a cae sobre 
el arco JIMA', en cuyo caao esa^gO"; ninguna, cuando a cae 
sobre el arco ftina', ó que a "^90". 

Pasemoa uhora a congidetar el caso en que el áiiguto A 
ti abluía, en cuyo caao el lado a que cierra el triángulo, par- 
tiendo desde el punto C, debe e?tar eituado encima del plano 

aCA y su poíicinn debe aer tal como CV, CB" El miamo 

raciocinio anterior nos enseña que si a^ C'a '^'90'', y el lado ter- 
minal a ene en el eapncio i Cu', hai en este caao tíoi tolucin- 
nrt, tales son las a,CB" y a-CB'", de Isa cuales una tiene en 
BU base un ángulo B"' agudo y la otra un ángulo B" obtuso; 
que no hai sino uní i'i/íiiiíuc/'"i Í^Ca, cuando este lodo a cae co- 
mo anteriormente, en el ángulo o-'C-J, sieniioel ángulo K' de la 
bnse obtuso í. agudo auna cpn b; y en fin que tío hai ninga- 
m s-'lvdun poaihle, cuando a cae sobre el arco A'JIIA. 

Del miamo mudo operaremos en el caao de ser u=CJ<30''. 

Vemos que ya aea el ángulo .1 obtuao o agudo, no hai sino 
una sola aolucion, cuando el Indo terminal it opuesto al ángulo 
.Iodo .i, tiene ati Talor compreudiJo entre b y IM»— 6; pa- 
endoE estos Kmitea. la cueslion admite d.is soluciones, 6 no tie- 
ne ninguna; dos. siempre que Aya «on de la misma especie 
(ambas >6<00»). y ninguna, cuando estos doa orcos aun do 
especies dillrcnies. Y si mi hai sino una sola solución. B 



/ 
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y b son de U nniama especie. V como sabem'ie que (aiím. GOi) 
la perpenilicuiBr bajida desde pl vértice C a I» bdBO ícte den- 
tro 6 fuera del triánjiilo (lo que se conoce poifeclamcote bien 
en la figura 10) aegun son los Ángulos J y fl ilo la base de oipecíeg 
semejaulea ¿.diferentes: ij'gnese que en lnsecu»cioi:eEc=(P+ IJ»' y 
C=(+-(', tomaremos el eigno + cuando los arcos ^ y i son 
de la inism» etpecio, y el tigno — en el caso cootrnrio, cu- 
ya condición determina la solución. Bl análisis del tercer caso 
¿i'] núm- 605 queda completo por cete medio, por que así sabe. 
niOB cuil de las dos soluciones debemos admitir. 

Luego Mitmpre que Un^mot gM rtrther vm triángulo tn tt 
tuní conmc-imo* 1»$ ilcí iadt>s a ^ b y ti» ángulo opueüo B> 
coBiparornnai a can b i/ can IBO" — H; li a ti uno tie tilnt ti- 
i'iihf, 6 tita eotnpreaditlo taire etlia no hiti tina una r>ta lalu- 
tioni B y b ton de ¡a misma tip'tir, C y c %erán la luma 
ii la difertncia d* tut leginenloi, legan iritit Im arcot \ yh de 
e'prcitt t^iitejaults ó difcrerdtt. Fuera de ttlot fímífrí, tnvlrma» 
dm tolucionei cuntido A y man dn la mit.ita eipicie, y h'j pjedt 
haber ningvn triángulo en el cuto eiulrniio. 

Obsérvese que el menor y el mayor valor que pncde te- 
ner el arco terminal a es CM ú Cm, uno de ellos es tj, y <hio 
IGO».— 4.; y ti-í si a DO bq bolla con>prcnd<Jo CJitrc calos 
limites, es decir entre loa d<is valores supk'ini^ntarLs de i^. que 
di la ecuación IB ntiiii. CCI7. el problema se ri ubsurilo, )ior que 
no se podrá formar ningim triíngulo con los trea cleiiieulQS da- 
dos J.b ya. Por otra parte, para reconocer la im¡mcibilidad de 
Cite caso, no se necesita ningún cílculo cs|iecial. por que por si 
inifmo se roanitiesta presen aiiilo una «poracioii imptaeiiralile- 
609. S.o C*Bü, Cuaiida w nui dan lint áHsulot A y B > el 
(mío ojiuetlo ¡i f«9 de ellft. 

Rncincinando como lo hemos bofbo arriba, llegaremos a iins 
emisecuencia que hollaremos mas facilmeiile por inedia de la 
coníideracion del triangulo Euplc-nieiilario ABC, en el eual 
st conocen los lados a'^lUO" — A, h=LiW—ll, y el iuguia 
B'^i;:0" — b: d* lu dicho anteriormcntu so EÍgue que oeIm ele- 
memos pertenecen á dos triángulos, ile luí cuales tola uno con- 
viene it la cuestión, cuando b\ hdu opuesto al Angtilo B\ se 



halla, cnmprenúiilo entren' y 180°— n'; 6 lo que ce equivale 
te, cuando B ne halla entre A y JSO^—A (reetanilo cada ar- 
co de IQO"). Eiiioncee Aya deben ser de la ini^ma especie; 
C y c serájt la siiina C la diferencia de bus eegmeiitos, ecgun 
eean loe orcos J y 6 de especies semojunteB ú diferentes. 

Así es que caando queramoi rrmlver mi Iríángulo del cual 
le ni)> lian A y b, coiaparareinai B ron A y con 180° — A. ^ 

lirií (íu'f una sota lalurion; Aya lerán de lii viitma tspccic; 
y en lai tcuacianei C^ 6 d; fl ' y c:=:^±^\ lonKtreniot el lig- 
na + cuando lis arcat a y b 'ean de la miiinít eipeeie, y — 
MI el otro c tin, tslo nof euiíñurú cwil ile las dom inlucionet 
es la que debemai aámitir y eaal debsini* dtiechar de Itii que 
11)1 di el núm. 605, 4. * Fuera de etUit íiMiles, hai también dos 
¡vluci'ineí, cuando B y b ¡r/n de la mitran eipicie, y ninguna cimil- 
lo erfoi arfoj ion de eipccie dijerenle. 

Ademas, el ángulo B delw estar comprendido entro los 
dos valurcs suplementarios de \f' que noG dá la ecuación (10) 
porque de no ser así, uo podriamos formar ningún triángulo con 
los datos, y el problema seria absurda. 

61Q. Cunada el Irián-ula es rectángulo; sí CM 6 Ciii (%. 10) 
09 uno de los lados, y li se nos dá un ángulo y el lado opues- 
to, resultan dos soluciones, que en ci(^^tos cosos se reducen a una. 

1.° Dada la hipotenusa a y un lado A. hallar el ángulo 
opuesto B. La ecuación (n) núm. (iOI, noe dá a conocerán 
por nicüio de un seno el cual corresponde a dos urcos suple- 
mentarios. Asimismo, si dada la hipotenusa a y el ángulo B, so 
nos pide hallar el lado opuesto h. La misma ecuación nos dá otros 
dos arcos suplementarios para el valor de b. Pero en estos dos ca- 
sos no es admisible sino una sola solución, porque los dos arcos 
CA y CA' que cierran el triángulo CMA (i CJIA; son simé- 
tricos; y naí B y 6 son de la misma especie, y por cünslguien- 
tc no hai indecisión. 

2." Dado un lado b del ángulo recto y el ángulo opuesto 
B, la tercera parte que busquemos es suceptiblu de dos valo- 
res; porque si senos pide la hipotenusa a, la ecuación (n) nos 
dá á sen a; si buscamos el tercer lado c, la ecuación (r) nosdá 
sene; finalmente para hallar el ángulo C adyacente al ladoeo- 
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no(»^ fc b eciiicion (t) nos di á sen C. Si'gwn oslo, la incóg- 
nita debe tener dos valorei supleraenUfioí para el arco corres- 
ponflionto S c»d« uno de estos senos. 

611. Present [iremos shor» aljpjins nplicacionea niimériGas, 

I. Sean n = l33»... 19'. i=Sl<'-. . S8' y ^ = 45" 83'. Kale 

Iriiagulono poede existir, porque ellailon lio se hnlla entre 5?°.. 
SB' 5 su Buplem.^nto I lio. ...Sí', y ademas A y ano fiou de !■ 
itiisma especie. 

II. Esto niiemo* podemos decir si teneinoa que 4^130", 
Í}^51° y ¿x^IOl". porque <h alia rciuo« que £ iio se encuen- 
tra entre ItO" j 60°, y que odcmae Ay¿Do soQ de U mis- 
ma especie. 

III. Seani=W.,0'-.10",a=50°.,10'..30",y ^=42o..,15-...Ií"í 
en este caao no liai sino una sola solución, en virtud de que 
a se halla entre b y 100"—*; fies <SO».y cayendo elar- 
co perpendlciitur bajado desde el vi^nice dentro del InánguJo. 
i» y If' son poaitiv'tSi c es la sumk de estos arcos- GI cálculo 
do las ecutcionee (i, 5 y 3) aCim._G03 nos dá 

tnnji 1,9838563 Coa a 1.60641117 lf = Sl».60'.46" 

C0B^.....l.a6gj:j30 cus Ip 7.0991411 Q'^44.44 SO 

lanj (f I,79J1UQ3 eos ir.., — T,bU4ÍL163 c^Tt.35.3C 

coa ÍP' T.tl5l3(<ü5 

Par» bailar el áiifjulu C del vértice, lu ecuncionrs (<,ltf .J) 

COB t. .T.8U4a3e;j tSdíi- r.ui3liúS3 e =m<:9\50" 

»nj -a I.»óli30ól( cot. «. 1.8ÍI 1 1(12 ( =60 .I6.«| 

wt.fl r.B4aJi4l¡l CDS p r75e7ISl C=l31,3e.íU 

COB O". — .7.8017696 
Fiiiülmerite la regla de los cuatro senos míni. 800 nos dá 

JV. Cuandofl=-ia»iá'.l4', .fciai<'.3O.90",j6=5O«,ií)'.3O». 

tandrcmcs dos eluciones, por,,u« B no e^tá con.prendMa entr^ 
J y -.1 BuplomeBio. y B y i son de la míanm espede, L.i ecaa- 
cíones (ií. tiyy) not conducen á los cálculos ?igiiicnlcs. 



cosí T.80G4S17 C08 «.....^.8693330 sen b r8S5363e 

tanj ^...O.2l08G6J-aeti fl 1.840Ü2S2-sená I.830,i745 

<¡ot. 5....0,O1736SI-coa A. — r.7l93SBü-sl!n B — ^7.8-276379 

I ()=-43».SlM6"sen fl'...,r,9«)57lS+sen a .1.9BB000B 

( = 78 ,0 .19 6 101.''S3'.41" a = 76''.35'.3S" 

C=34.IS. 3 ó C=SB . a. asó =103,24.24 

I _ Unj li...„..0,078üeia Mt.B 0.04169Í.8 

I cfmA 1.7193074 — tanj.d,......0.Slü.'í&73-^.'^ -. 



(P=5-3-3." B'.jO" sen (?■ 1.97B5734 + 

lll'=72, 9. O 6 lOT.sr.O" 



C = 40. O .10 6 c=15 .42 .10 

Una de eelas doa Bolucitines reproduce el triángulo preceilento 
del ejemplo III. que e§ triíngulo/CJ {ñg 10); el otro «tfCA'. 
í ladui hallar un ángulo. 



Comiúdoí ¡at 
a = 7fi'>.35'.36." 
6 = 50 .10 .30, 



...I.983Ü003 
..1.0853030 



otros elementos de 
triángulo son 



S^=I66. 46.ie 

P^ül. 23. 8 

p-a= 6. 47 .33, 

P'6^33. 13 . 38 



■en>. 3,9380637 

7.51,4, sen r.iaaoaia 

. S,8. 



i4. 



. 2 .ff 



,J, =-40. 51 .3 ,0 
(¡f, íf' ,^,i' cBtan iladoa 
«11 el problema de arri- 
ba pues CBte Iriángu lo 



ein 






Terminaremos la trjgonometria esférica, preBenlando to- 
dos los elemeotoa do un triangulo esférico para que eirvan de 
ejercieio en et cilculo, .puca conociendo lodos los elementos 
del triángulo, podremos tomar tres de ellos, á disoreccion, por datos 
y ol cálculo deberá reproducir lo» otro» tres. 
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1 '"»■ 


Log. sen. 


Log. COS. 


Log.tanj. I 


J — lSl''.30.'lfl,"Bl 


í 93087 47 


T.71S3Ü74— 


0.3108673— 


B— 43 .15.13. 66 


r,fia76379 


1. «693336 


l.gáU3043 


f — 3-1 .15. a, 16 


1.7503664 


I.Ol7'J!lfiO 


I.U330H04 


n —76 .35 .36 , 


I.98B0O08 


1.3052279 


Ü.e2á77J9 


t =i,0 .10.30, 


1.!1C5363S 


i.ao64nn 


0.0783819 




TBOBogse 


1.!I84Í363 


1.g?311583 


<P-=-3S . 8 .50 , 


1 .7859905— 


1.9377312 


1.798Í69S— 


ip =:'7S-. S . 0, 


I.P785Í41 


1.4864874 


O.4B2I067 


0=-43 .SI .16,3 


l.8J0e»63— 


í U5799fi4 


1 .98-16349— 


6=7» . B.in. 


I.B9nfí733 


r.3141056 


0.6784657 . 


El arco perpcnijkula 


rr» 






4, =40.51- 3, 


7.m563sa 


7.8767602 


r93e£7G4 



II. SuPEnnriiii i 



Prin. 



n-aiít. 



612 Pnra fijar (fij. 1 1) la poeioioii de un punto .W en el es- 
paciii, concebí tero os treí) pjoa ^s, Jl¡/ y Ji, que para mayoc 
l'aciliilaJ ■'iponJreitinB recia ii^1 11 res y lci9 planos :-1i, ¡Jty y i-ly 
t^ut ¡iBsan por estas líneas, sí en er-g-mila ac noa da la distancia 
PjV, (i t:=:r, <iua ha¡ ilosite este punto á su prorecdon ^ 90- 
hf uno tic esloa pianoa, as! como también ottn proyección ¡r 
por consignl inte las coordenadas ^J^, j AS del pnnta P, 6 
j':=a ¿ t/:a>i; los ilatos a,ty cno son otra cosa «jue las Jls- 
tancisH Jtf^, MR y MP á estos tres planos; ettaa rectas ter- 
minan el paralelipípedo (¡JV. 

Conridcrando qne ademas del Sngulo triedro x.9.tii, los 
tres planos coordenados forninn Olios ííerc ángulos triedros, ve- 
moa c'.arjnieule que la posítion absokia ilel punto JW en el cs- 
jiaeio no quodi enteramente fija con Ibh lonjilndes o, *, y c 
í^ino dsfp'ins da introilucidas las iiocionirs de los aígnoa (nilm. 
C40), Asi os que en la parte inforior ¡M plano í.í-«, eonside"" 



ra^o en ea estcnsion iat]cGni<k, laa z son negativas: si el pun- 
to esli á la izqnierd» del plano t.iy liácia s', xjtB negaiií»; 
é y lu os ¿ctns del plano lAz. 

613. Supongamos que entre las trea coordenadas t, y y z exis- 
ta una ecuscion, por ejpmplo, la/(j, y, i)=;0; cEta ecuación 
aera indeterminada. Tomemos para dos de estns variables, los 
TBloree arbitrarios t = a=i.í.y i> y=i = PA"(fig. 1 1); ja ecuft- 
clon propucila dará pnra i, a lo menos una raíz f:=c. Si ees 
real, levontareniOH en P la perpendicular PJtf=:e pl plano y.í/, 
y de este- modo quedar! determinado el punto JU del espacio. 
Variando el valor de kd arbitratias j é y, es decir tomando i 
discreción puntos como el P sobre el plano J.4y, socare- 
mos do la ecuación otros tantos valorea de i: todoe Iue pun- 
tos taiea como el .V, obtenido tic este modo, estarán situados 
fo'ire una supcrScie, que ac cierra iinicndolos idealmente, yes- 
tnbleciendo entre ellos la continuidad: c$ta superñcio será por 
ejemplo, un cono, un cilindro 6 una esfera; y (j, y, i)=0 aera 
)a tf-iiiciun lie la tuperjicte, pari[ue ella es la que sirve para dis- 
tinguir I0.Í diicTáos puntos Je cela, de todos loa dumas del e.í> 
pació. Si t tiene rarias raices reales, la scperücie tendrJ tam- 
bién varias napas: y sí i es Imujinaria la perpendicular inde- 
fiíiiJa levantada en P a) plano Jr^, no encontrará á la superñcíe. 
S¡ (lespuKs de haber tuniaJo un valor fijo de y, tal co- 
mo ¡/^li:=AS, hacemos variar á x, la ordenada PM=^k te mo- 
verá según SP paralela al plano ii, y las variaciones cones- 
pi'ii üentes que en virtud líc e:to padecerá estarán JetviminailiiB 
poc /(i; b, t)^0 que por consiguiente es la ecuación de la in- 
tersección de la superficie con el plano S-lí, entre las dos coor- 
denadas X y I contadas en el plano QJÍPS. Aíí mismo hacien- 
do á f=a ó ái^c, tendremoB las interáecciuncs de la aupci' 
ficic con los planos J/A, ú QR paralelos á loa ji 6 á zy. 

:=0 es evidentemente la ccuucion del plano i¡/, i^e 
es la de un plano paralelo al anterior, y que di^ta de el Ib 
cunlidad c; j = ea la ecuación del plano y:, T^a es la ilet 
phino que ca paralelo á eate, tirado i k distancia n. 

Gt4. El triiingulo rectángulo ^IJíPnnadá :'+AP'x=Jl.^P; 
y como también del triángolo JPA' ¿acarnos que..3í"=:.r'+y'i 
íígtiCEe que .-ierá 





iHciendo iA,M^R. Luego l.° la dietanciiL de un punto ni 
orijen, es I& ra.ÍK cuadrada de lae tres cooidcnudas de «Ele pun- 
to. 3.° 61 i,yy t eoa VBriablca, esln. ecuación carncterburá 
í lodos loa punios del eapacio cuya distancin al oríjtn es In 
miBina i igual á R; por conaiguieiile cíla esta tcuacicn de la 
ei/eru que tiene por tadiu á /} y cuyo centro exli en el orijen. 
Sean dos punios, uno ^(t, y, t) y el otro JU (t\ j/\ i") 
(fig. 12), n y m eub proyecciones Bobre el plano ly j mn ía 
proyección de la Unen JajV=R. Y como (niím' 373) lenc- 

«m' = U— ^■)' + (y — yy. 
Ademas MP f]ue es paralela á mn, forma el Iriángulo JU.VP 
reotiiigulo en F; del cu&l sacBramoi que JWA'' = .WP'+PJV> 
=r»ii^+e^'; y como fA'ssAn — Mm=.i — 1\ noí reíul- 

(í—.r')'+Cy_v)'+(í— .-)' = «': 
A ei U distancia entre loa puntoa (.r, y, í), (r'. y", i'); (•) y 
si miramoB i i, y, y i como variables, «ía ecuocion n lit de 
una u/«rit zayo radio tt R, y cuyo centro eetá ciluado en el 
punto J/C-t', y". '')■ 

6IS. Concibamos una superficie cilindrica recta euyt b&sc eea 
una curba cualquiera (nfim. 9ii7)^ ceta baae es una curb» da- 
da BObro el plano ly por su ecuación /(.t. y)=0. Atríbujen- 
do & * ty valore: que cumplan con eeta ecuación, el punto íel 
plano xy que detemínen esiaa cooidenadae ea uno de los de 



C) Como mB y nC (Jig. lS)yue san paraUlai á Ay noj 
dan BCrxx — x'= la jToyectim de MN sobreel e/'t dtlatx, 
vetnoi que la lonjicnd de una línea en el espacio esla niccua- 
drnda de la suma de loa cuadiailos de «ue proyeccionei sobrt 






9 ejea- 



i ttntmot que MP = MN coj, NMF; luego laprO' 
t/neinn mn » el producüi de la lanjiltid proyectada pnr tí caie> 
nu de la inclinación; y reaprceamente vna Aiwa en el npvcio, 
u tt cnoietiU de tu proyección sobre un plano diridida for el ro- 
jtcna del ángulo que dklia linea forma can tili plano. Eitot ttn- 
reniai te ttlienden l-imbien á luí areae plana* til^tadat tn el tt- 
paño, (Vcaae ni"!. 753) 




que (leí 



UdQ 



plano pcrpenilicular 
u Traza sobre este n 



que sirve lie buc al cilindre; la pcrpcndicuIaT imlcüni- 

iTantadi en este punto al plano xy, es una jeneralri^ 

cuerpo: y aii os que sean los que Tueren los valores 

lOa á t; EÍemprc ta eEtremiilud de cata perpendicular 

se haihtk sobro la miperücie del cilindro, cualquiera que eea el 

punto en que ae la termine. Lue^o la rcuuciun tU la luperjicie 

Je un ci'iiuli-o recio tt la mima i¡ae la deta bait, ó /{j, y):=0. 

Sí la jcneratriz del cilindro recio es perpendicular a] pía- 

de laa st, la ecuación de esta cuperficie es in raifima de 

base trazada sQbre cite plano, &.C. 

GÍrv* para probar que la ecuación 
á uno de loe ¡llanos coordenadoB es 
snw plano, ea decir que ea la de la li- 
;os doa planos. Sea pues ,ÍB=(i 
(fig. 13), a=tanj CBI, t=.az+a, que es la ecuación de la 
línea fiCaobre el plano zJl'j, es también la del plano FEBC, 
perpendicular a zAi, tirado según £C'. 

~ iV^O y JV=0, las ecuaciones de dofl íuperticitH 
ile^quiuia; cada una <ie eítas ccuacionca diningue en pur- 
qucUod puntos de! espacio que pcuenecnn á caJa unu de 
'las auperQcie^; y bu eliatcncia Gimujtáiiea pertenece 'a la línea se- 
gún la que £e cortan e;tas supeiiicies. l.ue^o. un punli qwilu 
deUrviinado pvr medio Je Im ífuici'mí» entre x, y ¡/ t, que nin 
lai eouráfnvfai de eite punto; una tvpcrfiat por una tcyndon: una 
cuiha jrucda determinnúa por dos icuBticna t/ue loal-u de iai lu- 
perficiri que por m inlertfcci'R /arman ettaíiam. Como Iiai uiu 
infinidad de auperticies que pnaen por uimi üoea dada, conoGcmoE 
bien que una iniínia curba situada en el espacie tiene una 
inidad de ecuacionaa. 

elíminunigs á < entre ^=0y A'^U, hallarenioa una 
«ieuaciou f=0 cu X éy\ que Évñ U de un cilindro recio, que 
corte II laa dos suiterticies eeguu la curba de que se trato, y 
[amblen la ecuación de J> proyeeciuu (nilm. 97'2) de esta cur- 
bu EObre ei phino zy. Asimismo, bí eliminamos a t/, tendre- 
mos la ecuación Q^^^O de la pieycccion fubre el plano iz ,!i 
lili cilindro proyectante-, Í'=;0 y Q=:0. son las ecuacionsa 
^0 loa dofi cilindros, que podemos sustituir á ka euperlicieí d«- 
)n laa proyeceíones de la curba de que Iralnnio*. 





283 Aliebra «crEBion- 

y las de la curlil miaina; luego p-xltmot tomay pof tcüiíSñ 
de uní curbaJiu ecuación» dt ivi proycccíonet lolrre doi de totpla- 
not coorden'ulot, 

en. ApiÍ<iueiiiog eeUis principios d la línea recto. Tomaremoa 
]ior ccuBcionee de ella, las de doa phnoa cuateaquieía tgue U (wn- 
lengaD: pero siempre convendrá dar la preferencia ñ tos i]ue 
uoG den refuliRdos mas simples- El eje de las i tiene por CcuB- 
ciones á s^O é y==0. que son las mleniae de loa planos j/t 
y i«. Asimismo j^a é y=.^ son las ecuaciones de una ree- 
ta PX í^ñg, II) paralóla á las t y cuyo pie P, aitaado sobre 
e! plano zy,'tieiie por coorden a ti ns & i^iz^n. úyrrp. El mismo 
raciocinio hariamos respecto á los otros cjea; z^O y c^O, 
son las ecuaciones del cjo de las y, &e. 

Sea una recta cualquiera EF situada en el espacio 
(fig. 13): tiremos por ella un plano FEBC perjiendicular al 
plano xz\y BC Bcrí su proyección sobre eatc plano (nitm. 3~3) 
Así mismo, proyeclaremoa la misma EF á HG aobre el plano 
yt; las ecuaciones de estas proyeccionca, ó de loa planos pro- 
yectantes, aon laa de la recta EF 6 

Fscilmonte veremos que a y son laa coordenadas AB, j AQ 
del punto E un que la recia EF encuentra al plaou xy, y que 
a j h son las tanjentes de los ángulos que bub proyoccionea 
BC y HG furmni) con ul eje At, Eliminando do laa ecu licio- 
nes Últimas i I, baüaremoB la ecuación de la proyección sobre 
el plano ly. 

ay=.bx+a^ — b-í. 
CI8. Si la recta dada EF (ñg. 13) pasa por un punto da- 
do F{x', I/', i'), Ina proyecciones C y íí de este punto estin si- 
tuadas Bobrc las de la recta; luego las ecuaciones eon (uúra. 36D) 
i-r' = a(x-r) 
y— j.' = &(.— i') 
Los valores de n y de A se Ijallarin con Tacilidad siem- 
pre que la recta pase por otro segundo punto (j", y", i") 
Cuando la recta posa por el orjjcn A, son s 



er que Isa proyecciunoc sobre un a, 
3 pftrolelas, son tambion paraleioa (nii 



1 y 6 y solo tlifc 
«yp. 



Fácil noB 1 
rao pluio óe dos 
^68): luego los 
loB inismaB coeñciei 
lores lie isa constB 

Eauídonti del Plano, del Cilindro, M Cono S^e. 
619. Seao cuales fueren Iss condicíoncB que sirvan para de- 
tcrmlnarlH naturaleza de tina eupetScio, vienen eieinprc í rcdu- 
cme por últinin refultaila del analiaÍB á [lar la leí de bu jeneracion.' 
L'aU consiate en que uní curba i/en«ra(rii'. de forma variable ú 
coiistaDte, resbale ni largo 'le una 6 maa líneos dadis, á las 
que se dá. cl nombre de Direclricri. Raciocinando en este ca- 
co lo mismo que en el mím. 469, obtendreniOB lu ecuación de la 
auperficio enjendrada; vamos ahoTu & dar algunos ejemploa de 
esta teoría, principiando por el plano 

Un plano DC (fig, U) se considera enjondrado por una rec- 
ta EF, que resbala sobre otras dos que ae cruían: las trazas flC, 
BD, de este plano sobre los iz yi, se encuentran en B sobre el 
eje de laa x, y tienen por ecuaciones los Gigiiicntes, 

BC .y=0, t=:Ji+C 

BD j=0, i=By+C (I) 

haciendo en ellas á JtB^^C. A! resbalar la traza BC, parale- 
lamente £ sí misma, al lar^o de BD, enjendra e) plano BDC; 
IB lo mismo que rumos í esprcsar por medio del ani- 



Iíeís. 

Sea EF uní 
cada en el espacio: 

lo i XI, y m lo • 

plano de tr lo hc 
Et' serán 



paralela cualquiera £ BC, que etté colo- 
el plano proyectante ElUF ser£ parale- 
ara a Jlx. La proyección de EF íobro cl 
á á BC; de modo que las ecuaciunos de 

= a. í=^x+0 (í) 

I lugar B do la intersección de EE con la 



Para Ualli 
directrii BD, e 
don.. CO !■(!)> no. rcli.ri 1. .=u.c¡» 

P=J1.4-C (3) 

que empresa que !as Iúíms BD y KF se cor 



t7fl Amcbr* eupKRiOK. 

le éí damos £ i y |3 valoreas que camplnn con ella, eBUremiM 
seguros de que laa ecuaciones (í) son Í3S de ta jeneratrie en 
unu de tus poBlcioneB. Concilmmoa que en la ecuación {i) te 
ponga en lugar do bu valor /Í» + C, y tendremos que es- 
tas ecuaciones serán lau di; uua j enera trii cualquiera, cuya po- 
sición dependerá del valor C|ue se atribuya á La arbitraria o.. 
De aquí coecluiícmaa que si eliuiitiarnoa cutre ellas !i a, es decir 
S fi y (í entre las tros ecuaciones (í) y (3), la ecuación resul- 

ea la del plano, eupuciio de que t, y y t reptesenian las 
coordenadas de los diversos puntos de una JcDcratriz cual- 

C es la f del oríjen, 6 AB; A y B son las tanjenleí 
de los ángulos que forman con los ejes de las r y da las y las 
trozas BC j BD del plano, sobre los planos de las ^ra j de 

:.. j.. 

Si solo liDcemos variar á C, el pUno so moverá pira- 
lelamcnle á á mismo, porque sus Irazna permanecerán paralt- 
laa (núm. S6if). Luego 

!-■ Toda ecuación de primer grado ca la de un plano; 

S.« Dos ecuaciones eualeequiera de primer grado son las de 

3.° Siempre que se nos dé la ecuncion de un plano, haUsre- 
IDOs Jas ecuaciones de las trazas sobre los planos de las i:, 
yt y íy, liaciendo sucesivamente á y^O, j^O y i^O, estas 
son las ecuaciones de los reterittus piunua. Así es que At-^- 
By+C^^Q osla ecuación de In traza del plano ao)>reEl de las ty. 
Hubiéramos podido , tomar por jen eral riz á una reuta 
cualquiera en el espacio y haberla lieclio resbalar sobre las tracas: 
este cálculo mas coniplicudo que el nnterioc, y en el que podre- 
mos ejercitarnos, nos hubiera conducido al mismo resultado. 

6S0. El miemo raciocinio sirve para hallar la ecuacisn tlcl 
Cilitulro. Sean M=.0 y J^^Q lae ecuaciones de una curbt 
cualquiera dada en el espacie, por la cual debe resbalar la rec- 
ta jcnerntrlz. perinonccicndo siempre paralela á sí misma [niíni. 
VM). Representemos por 

.,^i:+^ i- y=i--+p (!) 



i 



Iss ecuaciones de una paralela á U jencmtrizí a y b son da- 
lUs y a. y (\ dependen ds la posición de esta recia. Para 
que esta corte á la directriz, es preciso que estns cuatro ecua- 
ciunea puedan cocsiEÜr, es decir, que si eliminamoB é. x, y y 
I, entre ellas, deben a y (3 ser de tal naturaleza, que qaede 
satisfecha la ecuación final (J=Ftt- Pur configuiente ai aiis- 
tituinios Ftt. en lugar de p en la ecuación (l)>eBtaB doaeoua- 
cionea serán las de una jeiioratriz cualquiera, cuya posición 
dependerS del valor de a, y ai en BOjfuida eliminamos entro 
ellaa a «, tcndremua una relación entro x,yy «, que tendrá 
también lugar respecto á una jeneratríz cualquiera! y esta ae- 
ri por con^ijTuientQ la ecuación que buscamos. 

Do lo espuesto concluimos que para liallar la ecuación 
de una superficie cilindrica, es preciso eliminar á f, y y i en- 
tre las ecuacianes (l) y las Jd:=ü y JV=0 de la curb» di- 
rectriz; introducir enseguida cnla ecuación de cundiciun P=Fn. 
que resulta,! — az en lugar de n é y— 6i en lugar de (I: 
y en virtud di esto tendremos que la ecuación del cilindro es de 
la forma y< — ii^F(j — <«), la furnia (•) do la función F depen" 
de de la naturaleza de la directriz [véante níimeroi. 705 y B70) 

Si por ejemplo, la basft es un circulo cuyo radío es r 
trazado en el plano xy, y colocado como lo eítá e\ AE déla 
figura la, el diámetro .3E sobre el eje de la r, y eloríjen en ^; 
tcndremoB que las ecuaciones de la directriz son s' + .r'^2rx, 
2^0! eliminando á x^yy* por medio de laa ecuaciones (I) 



(•) Lot ügnoi Fx, &, Qjt lirBffi para etpretar /uTWÍoaei 

dyirtnta de x; indican/Oriaiilai en ¡ai cuala mira la mtnna can- 
tuííul X ptro coBibittaila c<m ¡ut daloi de Jivcrioi moúut. Por el 
(ontrario fx, fz jon li miima /iiiKian dt dot cantidada dijeren- 
Iti X y z: de modo que ti cttmbíamoi á z en x rn etta última 

tí reproducirá idínikamenie la otra f (,^ í+í), /^ ^^ J 



ttprtian qu4ñ hacemia á ve^*^— 
/unctonM terán idéntktu ¿ igualeí i 



nos resultará (l'+a'^Sra que ee Id ecuacioD de condición I.*). 
Y ísi 

ea la tcuoeinn del cilindro abliata de batí circuíor; la dirección 
de! eje nos dará á conocer loa valores <je a f ft. &i eate eje 
■e hilla cu el plano xi, tendremoB que 6^0 y poi coiulguieote 
y- + (í-i..)' = ar('— «)■ 
Finalmente, si el centro del círculo eetá cUiiado en e| 
orijen, será stiliciente pata eepresar CEte caso, reemplazar lu- 
do el aegiindo raiembta con r*. 

691. Sean JH=0 y JV=0 (I) 

Im ecuaciones de una directriz cualquiera de una supeiiici* 
cínica (niím. 2S!)] Y las coordenadas de U ciJipide a, b, j c; 
cualquiera recta que paae por este punto tendrá por «cuacíon 
{aúm. 616} & 

*— o=aCi— c) é y— 6:=pfi— c) (5) 

8í esta recU encuentra i la ciirba, será una jeneralrÍE.- 
eJiíninemoB pues á jr, y y i entre estas cuatro ecuaciones, y ai r- 
viendonoa Ue he ecuBcioneE C^), eliminemos i >i. y |1 de la 
1 final f3=F(i, y tcndremoa para el cono una ecua- 



fi la] ( 



£'=<S) 



lia forma de la función F, depeniie de la curba directrix, j 
la obtenctnoa empleando el miemo cálculo, que scabamoa de ea- 
jmner (f-'éanu muña. 105 y 87(1) 

PuB ejemplo, «i la base es e) círculo ^Eífig. IB), es- 
ta» ecuaciones gon 1^0 í j'-(-jr'=Srj; suponiendo que el orí- 
jen esté en el estrema Ji del diámetro, y que éste se linlle so- 
bre el eje da loa j; la ecuación de condición ¡Í^Fa. es en 



(•) £(10 et evirlenli en fi míinin, jH/iuedii 
eoonlenadaí del pie dt la jtueratrix, Eila mii 
Ht lugar relpfila al conn. 

I.ti tcuacioa dtl plano piidria kallartt, coniíiltrániioU t 
me un cilindro tuyn baie /utie una. ímea neUt. 



Al/ebsI lUTiRTon. S73 

(a- a<-)' + C6— 0c)'= Sr(,a— <, c) 
y úe aquí saca romos que 

Estl ea ía frimcían eteí cono oblicuo de batt circular, cmndo 
la cúspiíle £ se lialU ea un punto (n, b, c). Si queremos que el 
eje se esté sobre el plano x; coma &9 ve en lo tig. 13, hk- 
lemoH á h=iQ y nos resultará 

£t(,'-J.y»)-f.!((r_a)tt+Q(n— Srjt' + iocr»— SíVi = 
Finnlmente, cuando el ceno ea recto es también a^r. Y en 
este caso ea moa cfimodo tomar al eje de laa í por pje ilel cu- 
iJO, ballarenioa por ecuación de la superficie dispuesta <le es- 
te modo 

llamaTiiIo m S la lunjente del ángulo formado por el eje y la 
jencratrii, ó hacienilo á mc=:r. 

Ri el círculo de !a base no eatuvieee trazado en el pía- 
na ly, eitio en un plano inclinado al zy y perpendicular i lai 
ri, llamando ^ á In tanjetite dsl ángulo que esta bate forma 
con el plano xy, será preciso re enipl alar las ecuaciones (r; con 
,=iJx y j' + j' + «'=r'. 

(182. Podemos coniiderar í toda luperjidt ile revolución como 
enjendradn (núui. ÍHS) por el movimiento de un círculo BDC 
(üg. 1.^) cuyo plano es perpendicular i un ejs .^i, que tiene 
lu centro / colocado s«bre este eje, y que su radio IC es da 
tal naturaleza quo haga quo este círculo corle siempre á una 
curba duila CAli cuolquíora queestaaea. Por ahora no Iratureinod 
sino del oaao en que se lia eiejido el eje sobre el de lau *. Todo cir- 
culo UDC cwya plauo es paralelo ul de laa ly tiene por ecua- 
ción las de su plano y au cilindro proyectante, ú 

' = e, y r'+y» = a' (1) 

haciendo á .4í=(l y ni radio JC=a.. 

Supongamos que las ecuaciones de la directriz dnJa 
CAB mu 

JI/=0 y .V=0 (J) 

para que estas curb&s se encuentren, es preciso que si eliinl- 
natnoi i j, y y i enlrt ettaa cuatro ecuaciones, /lUe 'e sali*- 
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rpc!i« la relación (^:=Fn. que por CDlimo rMultado obten- 
gamoa. Si en lugar de p sustítuímoE en )a ecuación (l) i Fai 
teiidrerntia que estae ecnociuoe» serán laa de un círculn jene- 
rnijiir en una de bub pOGiciones que dependerá de a: y eí en 
■eguidfl eUminaOioB i a tendremos k ecuMÍon pedida. Según 
Cito eliminaremos b j, y y í entre laa ecuaciouefi (I) y (9); gus- 
lituiremoi en Ec-guidu en la ectiacinn üiinl ():= Fu á i en )t)- 
(lar de p v á ^[j'+!í') en lugar de n.; y cu virtud de «alo 
la Bcnoeion de la Euperñcie de revolución tendrá k forma da 
i=FCi'-4-í'). la fimiB de lo función F depende de la nUuralesa 
de la turba directriz, y la conoceremca pur mcdiú del cálculo 
que BCabamoa de esponer. 

I. TúmcsD por directriz un círculo en e1 planí 
centro selé en el oríjeni icndremos que on eslo c 
ciones (S) "eran ¡,=.0 y ,> + ,. = r> y la 
dicion será «'-f-p''^*"'; 1" que ea evidente « 
£0 suBtíluyeodo en lugar d« a' á ''-J-^' X á 
(3, tendremos á j:' + ^' + i' = r' por ccuaeio 
(núm CU) 

II. Tracemos en el plano xt una parábola BAC íituada co- 
mo ee ve en la figura ÍS; sub ecuaciones Bcrán y^O, t*^ipr, 
ÚB aquí sacaremos quo a'^^p(i, y 

que'ea la ecuación del Parabalaidt de molucimt al rededor 
del eje de las ■• 

III. Asímidmo li ecuación del Eliptoide 6 Hiperboloide di 
retolvcion, cuyo eje primero A se confunde con d de las * «t 



t, y cuyo 



lu^r da 
la cefíra 



los 



i^OH superiores i 
IV. Supongamos qU' 



I \m 



que corresponden n.1 elipsoide. 
cualquiera jira al rededor 



ta móvil que 



y trntemoB de hallar la auperfibíe de r 
cha recta onjendra. Las ecuaciones de esta rec- 
es la directriz, son 

j — ns+J, é y=¡i»+B 

|iia 
C-.p+J)'+(ip + B)'^a' 
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esta es la ecuación úe condición. Por coneigaente la ile la 
BU per (¡cié sori 

Haciendo en ella á f = 0, liallaiemos (núm. iiO) quelainter- 
eeccioa con el plano ji ca una hipérbola; como x e y no en- 
tran en esta espresion sino reunidas en binomios J^'+y*, sí- 
gueee que t ea una función de i'-\-y', y la superficie énjen- 
drada es un hiperboloide <le revolución. 

Sin embargo ai la recta jenerotrii corta al ejo de las i, 
BUS dos ecuacinnea deben quedar tatiafechas haciendo en ellas á 
f=y:^0 y i^fi de aquí sacnrenioa que -í= —oc y B= — ir; 
luego tendremos qun 

ccto (mi 



. 661) 

I superñcie de revolución 
BitiiBcion cualquiera, es prociro ú recurrir 
I de coordenadas (niím. 636) 6 Iralar di- 
na por UD métodu análogu ni precedonte 









que pertenece á un 

Para hallar la 
cnyo ej'í tenga una 

rectamente el pro bien 
(Véase otím. 629). 

Probltmat dtl plañí y la Unía rtcta 
623. Obaervamna, como en el nilm. 375, que respecto á los 
I pueden pruponerfo doa jcneroa de problemas. En uno^ 
le deteiminnr loa puntoa que gozan ds ciertas proplc- 
otroa de dará la superlicie una posición, ú ilimeiiBÍo- 
nes tales, que cumpla csn ciertaa condicionea que se nos pi- 
den. En el primar caao, las incógnitaa ion f yyt; en el se- 
gundo, es preciso dútnriiiinar de un modo convcnieute algunas 
Cunt-tantes de las que entran en lu ecuación. En todos casos, 
las condiciones dadas deben producir tañías ecuaciones ciian- 
Isa sean las inc%nitaa,* sin e«ta circunstancia el problema se- 
rá indetonninadu ó absurdo. Vamos ahora i aplicar estas con- 
sideraciones jeiieralea al plano. 

f>^i. Haltar las proytcciotuí de la interífccíort de dut pía- 
tioi dadaí por !•'! rí-uacianei. 

t = ^i + By + C z = A'j + By + C 

S¡ elimioainos á i, tendremos la proyección sobre el plano t¡/ 

(.3 — ^V + íB — B)y + C— C=0 
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Del inumo modo al liaceoioa úceuparecer í i ó í y (era 

(_D — B)z+{AB~~AB)x+BC-—BC=:Q 
(]ue ron \ia acuicioneB de Us proyeccioiiei Gobic los pknoB de 
lis yx y de Us Jri- 

ü4i. HnctT putar vn jiínna por una, doi 6 tres jiuntoi da- 
tloi. Siendo li licuación de este planin^Jj-f-By + C, si pi- 
eu por el punto (r', y', i'}, tendremos que i'=: Ax' -{-Bj/'+C. 
V restnudo uim de otra nos resultará 

^-:- = A{x~x-)+B(,v—y-) 
que es la ecuación del plano que pasa por el punto {^r',y',^') 
Quedarla el protilcma i ii determina do, ficmprc que no eo nos die- 
sen loa valores de la« constnules A y B ó que no estuviesau 
ettt» cantidades rclacionadBs entre tí por medio dn dus ecuaciones 
lie hs cuales ptidicramos deducirlas. Si, par ejemplo, el plano 
ilebuser paralelo á otro E^.4'K-{-fi'}-f-C', tendremos que 

a=a; y b^b: 

Cuando ol plano deba pasar por otro segundo punto (*'■ 
ji" i")lcndr(inioB qiie i"^.9.r '+By"+C; cuya condición deja 
nnn conístante arbitrarísi y ñus pcriiiitc aun el lincer patat 
plano por otro tercer punto, ic. (Víanse nlím. Sflü) 
026. Hallar ti punió di inttrtHxim dt ilni rrclat: 

las ecuaciones ds !a primera «on i^at + n, y = ti+|3 

y lasdo¡aaegund:ir = 'i'í + a',¡,^i's_^p-' 

Rccpecto al punto que Luacajnog, r,yyz deben cumplir con 

estBi cuatro ecuaciones^ climinñndolaE lialloreDiDs la ecuación do 

condición 

(, — a'X£-i-) = Cp— P')C'.-o') 
E¡ cila ccuaiiun no queda siitisfcclm, no se corlan las linca»; 
y si lo qiicdu, nos dará por valores de ks coüicleoadas del 
puiitu de intersección á 

6-7. Hallar lai tondicitinct pura jue una rida a un ¡>ln- 
nii ciiHciilan ú u;n paraleiai. Sean Iki ecaaciunes del plano 



* = «+*, y = ií+í3: 

RnriitnyeDáo i qi-^r y i ^•i'& o lugar de j c y en U 
primem, teQÚrfinoB que 

Si lu rcctn y el pkno tuviesen eolo un punto común, 
hallDríamos de eete modo lus coorüetindnE, pcru para que toda la 
Teota se haüe sobre el pisno, es prcclao que sen cual fuere el 
vnlur de z, qHedc satisfecha esta ecuación; y para esto será pra- 
cíeo (lúm. 7üG) nue 

Aa+Bb=\, s Ja + Bp+C=:0 
estas son las ecuacione» de condición que bnscimos. 

Si la recta solo filete paralela al plano, sería indispensa- 
ble que tranuporiando uno y otro, conservando siempre su para- 
lelismo basta el (iríjen, eoincidierau ámboe y a«í es que estas ecua- 
ciones deben quedar satisfecbati si en ellas auponeroos i tí, Qy 
C cero; y íeguu esto resulta que 

Aa + Bb—l^Q 
sao. EsprtKir que una recia et perpendicular á un pliino. 
El plano proyectante de la recta sobre el plano de lasryei 
á un mismo tiempo perpendicular ai plano dado y ni de las ly, 
por candignicnto culos dos dltimos se cortan ceg'in una perpen- 
dicular al plano pToyectante (ndmoroB. 273 y S73); es decir que la 
traza del plano dado sobre el de las xy, ea perpendicular á 
cualquiera recia situada en el plann proyectante, ; 
guíente á la proyección de la recta dnda sobre el plana j¿. 
Ijuego, litnpre ¡¡-je una línea tu perpendicular á un plañí, la$ 
traxas de ate plano ij toe proyfcciona de la linea J'ormia 
guio redo. En virtud de esto, si suponemos que las ecu 
Dcs del plano y de la recta son lo* mismas que en el n 
ro preeodontc, tendremos que las de las trazas del plan 
bre Io> jv é yz. serán 

«=:Jj:+C, y x=^B!/+C 

y de aquí resultará quo j=;_r— _ é¡/=:— «— _ 

la relación conocida ya (nlm. 370 






íi determina do» delBeconeUnieB del plino & 
a perpendicular, L119 otras conElantee deberán 

ser datoB, ú estar Bujetas ú oUbs condicisiice. 
6t9. Por consiguiente, cuando queramoa liritr un plano per* 

pendicular á una recta dada, la ecuación de eete plano aeri 

Las coordenadae del pie de la rectA sobre el plano ly 
son a y p; la ccuncion de U eriera cuyo centro ee lialla eo 
este punto es (núm. 614) 

(,_a)»+(v-/)V + »'=r'. 
Vetaos pues que estas doa filtimaa ecuacionea perteoeceD i ou 
circulo cu;u plano es perpendicular á la recta dada; el radio 
de este círculo y su BÍtuscion abvoluta dependen de r y C'> 

Sean JU^O y JV:=0, laa ecuaciones de una cnrba; para 
que asta corte al circulo anterior, en preciso que puedan coeaia- 
tir estas cuatro ecuaciones, eliminando «ntre ellas í x,yy s, 
nos resultara una ecuación de condición r:=F{C), j euetitii- 
yendo í 
«+aj:ttyenUigardeC,y i "i/Qj-a)'+(y-|í)'+t'^enlugBrder. 

tendremos la ecuación de la tuperñcie cnjendrada por la revo- 
lución de la curba dada, al rededor del eje arbitraria. 

630, Si por el contrario ec nos dá el plano, y queremos 
que la recta lo sea perpendicular, y pase por un punto dado 
[y, y', t'). teodremoB ijuc las ecuaciones de la recta aera a 
J— ^■+-a(»— 0=0 ¿ y— y'+B(i— 1')=0. 

G3I. De aquí deduciremos ta di&tancia que liai doade un pii 
to á un plano; porque dando i la ecuación del pleno la forma 

z — z-=A{x—x-)-Í'B(^—y-) + L 
haciendo á L—C — i'-(-^4-+Bj' 

y eliininando en seguida las coordenadas x, y y t del pie de la 
perpendicular, nos resultará 



~J1L 



i+^'+B' 



.l+*+B' 



I s—y'= 



-BL 



Luego (núm. 614) I i distancia j que liai enlre los dos eetre- 




VCl+^'+B') 
63S. Hallar la dUlaneia que hai deide un pimío ú vna rec- 
ta. Suponiendo que las ecuBciones de U recta eon liempre las 
mismiiB que las del núm. 6^7, el plano per|iendicular, lirado por 
el punto (,t', !/', x') tiene por t 



o(í— O + iCí'— >/')4-* — ■ 
Eliminando S * y y i por mi 
tB, liallaremos por valorea de li 
cucntro á 



los ecuaciones de la rec- 
denadaa iIl-I punto de en- 



haciendo i ^=aCr-— a)+Kí''— Í3)+»'- 

La diatancia P entre loa puntoi {i. y. i), y (.r', j^', j'), deepues ti* 

ejecutado todo el cálculo, noa la dá á conocer la ecuacioa 



p'=(y_ ,)•+(,'-«)■+.■■- 



JH' 



l+a' + l- 

633. Hallar el ángulo A. gue forman doi t tctiii. TiTQttiof, por 
el orijen, dos pnraleUs í eatai líneas; ; el ángulo <[ite formea 
estat dos pnralcUa u el que so lluna ángulo de l«a rectas, ya aea 
que dichas rectas Ee corten ó no. Según cato, sean loa ecua* 
ciuncB de estas paralelaa 

(1) '='", V = l'', (S) '="■'. y—b-i; 

ca' preciso ahora hallar el valor de A en funciones de a, b, a" 
y b'. Concibamos una oafcra cuyo centro se halle en ol orijen, 
y teng-a á la unidad por radio: hallareroos las coordenadaa 
de los puntoa en que eeta eafera corta á las recus eliminan- 
do á j, y y I entre sus ecuaciones respeeliraa y la de eafero, 
que es 4'+y' + í'=:l. Y hallaremos (a'+¡.>+1)i' = l, de i» 
cual aacarcmos el valor ■ y en eeguidn el r é y empleando para 
conseguirlo las ecuaciones (O; heohoeato, acentuaremos i n jr 
ipaia liaUar ái', t' é y'¡ 



s/íl+a'+f) Vd+^H-Í-} VCl+*'+fr'> 



ronoceremoa ahora !s tiíslancift D de c 
.le k ecuación 

con motivo de ser j'»+jf''+:' = l y j'+y'-f-i' = l. Por 

contiguienlc, noE resulta en el espacio, un triángulo itÓEcelea 
cuyos tres ladee son 1, 1, y D; el ángulo A está opuesto i 
esto último; li cciinciiiii (D mira. 255) noa rU pnra el Viloi da 
wte áuguio, cosJ^t — jD'^w'+yy'+ss', 



1.0 Para dcdacir de aqu! los ángulos .Y, V, y Z que fomia 

uní recta con los ejes lic ¡aa j-, ;/ y ■, es preciso dar snce- 
síTiimente i la acg-uoda línea la rituacton de cada uiio de 
tos ojcs y cu aeguida sustituir en e?tn ecuación los vslovpa 
corres pon dientes do i' y ü*. Por ejemplo, .r^8 é j/^0 boi 
Ise eeuBcionoB del eje de las i; para qiio las ecuaciones (3) ei 
conviertan en estse, es preciso hncer á a'i^fi'^zO. SI ahora 
Inlroduclnioa estos valores en la f&rmnla tendremos que 

llagamos jirar la recta al rededor del oríjeii para «pli- 
ca r)ft sobre el plano de las ir, sin salir del plano proyeotsnte; 
el ángulo cuya tanjente ea i' disiiiinuirS, y llegará i eernuloi 
y así ea preciso liacer á ¿'^0, para oklcner el ángulo que 
una recta situada tft el espacio forma con otra colocada ( 
el plana de ¡na ji; lo cual reduce el numerador á l-^na', 
el segundo radical á V<l+n'')- ^ ■' esta segunda recta i 
aproxima al eje de las j, a' crece, y llega i ser infinita cun: 



i 







At-ÍMUA 


«ttpcxion. 3SI 


Bi^incide con eete eje:'ieii 


8Bte' CBflo 1 desspsrece f*) detin- 


tte iM' y «". y -en -rirtiid de e¡ 


ilo e! numerador bc redoce i aa' y 



Mí™+Nx''+..i.. 

.•(A+n.''-'+. ) 



{ii( podremoi también rs- 

ipottiendo i/ue ty ja itn loi 

«|"(M + Nk»-»+ ) 

IñtiTii tipinmleí ik x tn ¡ot do» tirminut. En iite alado, pue- 
"l pretentanntru aitot. 

^1." SÍm^A,lot/<uiorax y x^ie (ífítrityen; y cuonla míj 

ninuya x tanto wo» fé'óprcrfna to /riiccíoii u^, 7111 «( tu 

t earretportdiente á x^O. 



A+Ex"-''+,.. 



tS." S¡m>a, ioidí-mo» niie - ?~ . r .~ ~', y .«uq/Í- 

F'" xn'-nCM + Nx'i-n'H---) 

Bu <• baletUetnehU el in^nita; pvr^íaniigucnte Infracción cr»f 
m'inltfriipeiiin cuando n 'iHtm!n">je' ' 

fk? Piñaltatnlt, n Di<la, el límrl* 'I oera. Bsle «lorfo Je-to- 
~ ■ W /íniife ta llama liacer r t itiliaitMneaie peqiiciia. 

5i' ptiT el cinj-rario, luí tijxmtntti n _v m lun luí mayo- 
m lat 4oi Urminoi, luAaremm Ja Jraeeuin bajo To Jarmtt 



- + ....) 



^.Iltclateilatcminiiuecuantom 



» límíU cfrreipon4e á X if^iii(a:,de ni['<!D que ti iL=ni/|^ 



infinita a 



a i¿on XI JinntmcnU ñ , ^-^m. 



,"-"(A-(-.;^ 

ú+" 

í/ ÍÍ/«;íí a cera, A ttiai niieraeionet le leí dá eí nomtr* dt 
bacer ár infinita mente g " ' 



[ ríí/ure úm'ymcilta n 



el aefundo rameal i x/n' A o': y como 
mM QOi valor (le ángulo Jí luu una 
paño forma o«n «( eje do 4bb i, 

cobX=. 




DelmiemQ modo ha cica do i a'=:ü y íi':=ce , lioIlareiDoa 
I Y. Luego los ánguloB quo una rcctn forma con loa cjea, Eon 



V O +•'+*■) 



S." EstoB valorei'ion t»mliien loa ile lo^ senoa'dc !oa finguloa 
<|uc Tornia la rectn con loe phtioa de las yx, i-t y ly, ¡lorque tnaa 
ángulos son patenlcmcnle loa complementos <Ie loa X, T y Z. 
S,' Sumemoa loa cuadrados de estos cosenos; y noa resultará 
eos 'X^- eos ' 1+ cos'Z = 1. 
Por consigueote, podemos tirar en el espacio una rec- 
ta que furnia con los ejes de Ins j y do laa y, ángulos da- 

cuntideracion dd primtr lirinino ilei nurntr/ulor y dd denomin'tdor, 
di iiUrit gue hvbitramoi podido redvcir loda la fracción proputitaa, 

lalunciils. Etlo mitmo hariaino$ eon cualquitra otra fracción 



atjtbraica, y tn demottrariam'n laatbiat poi -tam, »v - .,... 

"---' M dt aquí jue, para hacer i j infioili 



ir media dt un ractoeínM 



utM función, ea preciso que no conservemos de ella aíno loa lir- 
niInoB en que esta letra tiene el cspouenlc mas devadoi por 
el contrario, para hacer á i inñnilaincncc pequeña, es precisa 
suprimir todo» los términos, excepto le- -'■■> 'innoi. i.a rrt-„™_ 
res potencias de i. 

•Iii ti ijue, cuando K=:a li /un 









B que tienen lia meno- 

„a+V(x'+bx'4-0 
m+\'ix'+nj 



i 




B patente por 



Aljkira euFiKTDB. 
dos X, Y; pero Z es detenniDado. Esto 
lao (véase núm. 637). 

4.0 Tenemos una lonjitud cualquiera ^A^flg-, IG)»obreuiia 
lecta, que forme en el espacio lot ángulos X, yy Z con loi 
ejes, y pioyectemoala sobre laa j- y las y: ]aa protecciones bod 

BC=^A',cos X, y JtfJV.cosF. 
Pero como mu ó JtíP, oa la proyección de M^ sobre ol plano jy, 
será mu ^^A, sen Z; y proyectando de nuevo 4 mu sobre laa j y 
laa y, lendremoi que estas proyecciones eon BCsirn.cosJ, y 
inn-Benfl, representando por b et ángulo quo forma tnn eon 
Ina z; luego Jas dos proyecciones de arriba son BG^JVJV.eea 
Z.coafl, y JWJV.EcnZ.senji igualando ahora los Tsloreade lia 
mismas proyEccionea, noa resulta que 

eos A^senZ.coBj) y coa l'^aen Z.senfl, 

Eu lugar de determinar la dirección de una recta CD el «- 
pació, por medio de los trea ánguloa X, ¥ j Z, que forma 
con los ejes, os suñcientednr el ángulo que forma con auptoyec- 
cíon nobre el plano ty (coniplenicjito del ángulo Z), y el án- 
gulo {) de e^ta proyección con el eje de i 

Sumando I 

co8«X4- cos'F= ■eii'Z = 

cuya relación la hemoi hallado ya (3"). 

5." Sustituyendo loa valorea de eos X, X', Y. eu coi,^, 

(páj. aaO) resultará que 

eos A =coaX coa X'-f-coi F oel T+eoa Z coa Z', 
que es el ingulo que formen dos rectua eapretado en tincio- 
nes de loa inguloB que cada una de ellaa iñrmau con lo* treí 

5.° Si las dos líneas eon pcrpendicularet, eos .l^ O, y ha- 
Uareinoa por ecuación que «aprese cata condición, 

l+aa' + bb-^O 
ú también coa X eos X-+ coa reos r+cosZcoi Z=0, 

634. Hallar tt átiguio g ite doi planot. Supondr«ni*8 que taa 
ecuaciones aou 



. cuadrados de estos dos 

-cos»Z, 



i y rcciproc 






eí ÜMdeel «tijen bajamOR perpmdiculkree á eitoa p]tDiW,tMl- 

drtmoB que el ángiib que formen entre kí esta» línQ«s será igaal 
■I do )o« planoí. Per aoiisieuinnte, eenn i=<a ó ji^tr, 1m 
cciiicioneB <!e uo» recta, timúa por el oríjei); pnrft qoe eua aeti 
perpeiuUculBrftlipMinciplaain.^e-pwclío.qutí.taftganKiH^náni. OÍS), 
^-J-(i^O y B + i^saO.En virlud de esto Jm etuaciones de I» 
perpendicular :íon ,j 

, + Jr — 0,¡/ + B»=iO *+d'i = D i/.^£'i=0. 

Scsüii . Mto, d coaeDu del án(!uk> de estu ractaf, y por con* 
•iguuwe'.el ds.loB planos uS' ,, . ,. 

3." Si liftccinos qiie el se^iindü plano tome la siluscinn líc el 
de las rr, so ecuación" será en este c(i*o' f^O; y asícspre' 
eUo hac«r ft jl'isC'^O.y S B' = so , pMa b»ltw el ángulo 7" 
«jna forMí' un pipno coa el de las it. üel misinfi modo hallaremot 
tot áDf ntot -■CTiyi K (|ua fortan coa loa planas y i y jy. Lue^O 

' "¿«,T=:- 5 

eos 6 = -- 
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jr de aquí stcaTeoioa que 

y Ufuliíen que coi |=(iosrcoE 3*+cog C'coe [/*+«• Kcüs I" 
,i|ue en ol . vuloi del cMctvD del tngulode dos pUnoi «n fnncio' 
nuf de loa ángubd qug actos miúiiios planos foriuan coa loi Te»- 
.pgctív']f:pltn(» coor4*nailos. 

9° Si loa pl&oot formao Bntre á ang'ulo lecto, «ers 

6i,~ ,«pa3'coftZ'f+coaf/,CMÍ//+coaí'co« í^=:0. 



líírtr tl'úÁ^Mlitt i* uno «cía y vn plan». 
s^-íí + Oy + t-' J-r=aí+fl, S=:ií+1 
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. El ángulo que buscamoi ei el que forra» la 
Twtí con BU proyeccioD sobre el plano (niím. 27S): bÍ ñea- 
ile un puDto cuBlquiera de la recta bajamoB una perpendicular 
á ene plano, resultará que el áng-ula que fonnen estas dos lí- 
neas aea el cooiplemento de '/. Tiremos desde el oríJGti una 
recta cualquiera, x^a't, y^i'i; para que esta recta aea per- 
pendiculnr al plano ea preciso (núm. C-2E), que tea a'^ — ^, 
y 6'^ — B. El ángulo que esta recta forma con la línea dada 
tiene por coseno el valor determinado, páj. asO; luego 
„ i ^Aa^Bb 

De aquí concluiremoi fácllneote que loa ángulos que la rec* 
ta forma con ¡os plano* coordenados de las xz, t/» y *y, tienen 
por senos respectivos á 

"^/^TI^+M^ ' "T^+^ii^n^ Vi (1+0.+*., 

lo que está eternamente conforme con le que hemos visto (núni> 
633, a.») 

TVatu/brmacíon de lai coordenadai. 

G3e. Para trasladar el o rij en al punto (a, 3- f) ain cambiar 
la dirección de los ejes, que supondremos ademas ser arbitra- 
ria, veremos, empleando uu raciocinio seraejaute al del núm. 
38'2 que ea preciso bacer á 

j = j'+ii. y = s-|-(J y , = i'+y. 
Lot ejes primitivos i, y y z son paralelos 4 los nuevos 
i\ ¡/' j ■', sean cuales fueren los ángulos que formen entre m; 
ademas debemos afectar á las coordenadas a,^, y del nue- 
vo oríjen, de loa tignoi depcndienips de su posición (núm. C15). 
Si este punto está situado Bubre el pleno xy, y^^O; ei se halla 
sobre el eje de las i, n. y (1 son nulas ¿ce. 

637. Para cambiar la dirección de loa ejes, conservando el 
mismo orijen, nos figuremos los Ires ejes nuevos Jl.¡', Ay' y JIt'; y 
como en el eteo presente suponemoH que los ejes primeros ron 
rectangulares, y los nuevos tienen una dirección dsda arbitraria. 
Tomemos un punto cualquiera, y en seguido tiremos las coordena- 
dsa i', y' y i' de este punto y proyectémosle «obre el eje dt 




...(B) 



tes Atink* surcsias. 

las r, la abscisa x será, lo inisiao «lue en el nílnt. 333 U nmt 
de estiB ttee pcoyeccIoDcs. Rcprceen temos poi (»') el ángob 
i'^j rumiado por loa ejes (le lu f y f ; por l^y') el ángulo 
y,4y, &c. y tendrcmoa qu« 

S-=r.,-coa(x'í,)+y-«í(<,'y}4.í'flO»(.'v)¡. (J) 

r =; í'cos C*z)+ yeo» (j'í )+»-coi (.'.) ) 

Estns iloi ilIUmiu ecitaciauoi Ee hallan proyectando lu 
j', y' y >' sobre el eje üe las y. y en seguida «obre el de )■• * 

Tales son las relaciones que sirven paro cambiar la di. 
reccion de los ejes. Como (i'x), (t'y) y !.''•). ««n los áii^loa 
que forma la recta Ai' can loe ejea lectatigulares de U« i, y 
y " tenilremos que (niím. 633, 3.°) 

cos'íx>.) + co«'(,V> + c-8V«) = l 1 
yafiimismo cos'(j,*í) + cos'(¡,-^) + cos'Cy>)= I J-.., 
cos'(í"0+<:os'(i'y)+eo»»(.'s)=:i) 

Los íngulus que los nuevos ejes forman cutre ai du 
{nilm. 633, S») ' ' 

cos(j>)=S, coí(íO = r, coE(yVl=Cf,.^, (C)' 
haciendo para abreviat k 

S=, cos(^r)»í Cy V) + cof (í-y)coKy'í') + n>íCT*.VM.f(y'r) 
7i=:coB(í-í)««Ci'í)+a>s(í'y)"H*'C)+<:«»(''')co«í»'*) 
t-=cot(v'.r)coF(.>)+coE(y'y)coe(r'¡,)+CM(!/'í)«w(»'*> 
Si los nuevos planos coordenados forman también ingulo roc- 
lo, tenilremOE que 

3=0, r=0 y C'=0 (D) 

La* ecuaciones {Jt), (B), (C) y (£>], couticscn los nueve 
ánguloe qiio forman los ejes ■'. y' y i', con lo» f . y y t. Vemos 
que ciiinito queremos elejir un niiei'o sistema Je coúrdetlldu 
no quedan de estos mipvc ángulos sino seis arbilratíaa, |>orque 
la-t ecuBcionce (S) detcrminaTi tres de cllns; y cuando esle nuevo 
sistema, deba Isnibien ser rectaiifruliir, las ccuncioucs {D) que cs- 
piesan esta condiciou, no dejan sino tres atliitraiios. El «je de las 
j' lornta con Isb í, y y i, tres íingulus, doa de estos pnedon 
tener un valor cualquiera, y el icrccro se dodiice d«l valor do 



I 



Aljebka HUPKBion. tí 8 7 

EujueUoE; cl eje de los y' se JiallBria cu el mÍGiDO caao sino 
tuviese que ser pcrpeLidicular á lu x'; poro cata condición no deja 
eii realidHd Bino una srbitr&ria; !o que en su totalidad com- 
jfone ol nilinerD de trca, puesta que estos údtoe bastan para fi- 
jar el eje de las c', perpendicular ul plano x' y'. 

038. En lugar de determinar k posición de loa nuevos cjce 
rectangiilarcB, por modio de loe ángulos que forman con loa pri- 
muros, poilrcinoa tomar Idh datos ííguientes. 

Un plano C.íyV (fig. lli) tiene una iuclinacion ^ sobre 
el plano lAy al cufü corta según AC; esta traza .ÍC forma 
con ^i ct ángulo C^r=i(,: on el plano CAi/ determiuado 
por t y "i- < traccQioB Jos das ejes rectangulares Ai' y Ay'; e] 
primero de modo que forme con la traza JIC el ángulo CAi'^ (p . 
De esto modo quedan fijos los nuevos ejes por medio do los 
ángulos 6 , if. y (p que dan la inclinación del ¡ilouo i'y' sobre el 
plano a^, la dirección de la traía JÍC y la de ^x' en el pla- 
no í'y' determinado de este modo; el eje y', en este plano, 
furnia el ángulo x'Jlt/' de 90.",- y el eje *' ea perpendicular á 
cate mismo plano. Para transformnT lof ejes, no refta mas que 

espreaar Iob ángulos (i\r), (ji'i) que entran en la ecuación 

A en runcionea de loa datos { , t{, , y O. 

Las recias Ai Ai' y AC forman un ángulo triedro en 
el cual ee conocen dos ángulos planos (p y ^ ,y también el 
ángulo comprendido t . Apliquemos á este caso la fümiula (3 
niim. 600) de la Trigonometría esférica; hagamos á c = (j*í), 

c=s6,''= + y *=i? 

coa(í'j) = coa ^ eos tp+aen J, aen tTcos Q : 
Ea evidente que respecto al ángulo j.íy', será suficiente 
que ejecuiemofl la miima operación con el ángulo triedro for- 
mado por AC y los ejea r é j/.- los ángulos planos son (y'i), 
CAy'=^dO''-i-'D, CAi=: vf, .■ y por consiguiente halloremoi el 
Talor da eos (y'j). Consideremos enseguida el triedro í'JCy cu- 
VOB úngulüs planoa son {s'-j), CAy = í)0''+^ y C.Ji=(p; 
y respecto á (y» tomaremos el triedro >,'AC¡/, an el que 
Cíj-— 90»+$ y CJj=!!0"+\i.;t uego 

eos (?•') = — '^'^^^enV+aen^t eos Cfcosfl 
cos(r» = — sen4,coBq> + cosJ.sen (fcofg 
coí(¡)'¡')= aen^Benip+cos^^coi 4>cc*l 



Consideremos el IrieJra i'^iCi el e'¡e At' hrmí a 
un ángulo recio (nüm. S66), aa como también lofonnaconel 
plano CAy'i el ángulo de los p)iino8 xy y t'AC es SO»»!- t • supo- 
niendo que el plano CAy' eslú sitiiBilo encima de el de las -ry. 
llsgamoa en la ecuación (3] nilm. 600 á 

e = (t'í), 0=90-+^. 0=90", y ¿= x^ 
y tendremos que 

coB(«'x)=— senxtsenj. 
ABÍmismo, el triedro t'ACy nos <lá 

coBCfy)=— coa^seno 
con aumeutar á ,), en 90°. Fíiitlmente como el ¿ngulo xAC 
e& también cecto, y el ángulo diedro ir3Ct'^90*— g, sacare- 
moe dol triedro tACr' que 

coB(i-«) = sen(pBen6 
y de «quí coB(y'í)^coB^Ben8 

y finalmente eos (i'») = cob |. 

De este modo coaoueremos los nueve coeñcienics de tna 
ecuaciones {A.) 

Las ecuiLcionea de condición B y D quedan por eí mis- 
mas aatisfiíchas con la iutrodurcion de eítos valorea podrctnoB 
i de ello con suma facilidad. 
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630. Siempre que de la intersección de dos superücies re- 
sulte una curba plañe, es mas cómodo pura conocer las pro- 
piedades de esta referirla i coordenadas lamadat en eu mistno plano 
DOC (fig, 17) determinado por el ángulo g que forma con el 
plano xy y por et £ngulo 4. qne Tonna con Oí la inlersecciuii 
OC de estos planos; tomaremos á OEla líiieu OC por eje de lu 
i'i y la perpendicular OA tirada ü la OC, en el plsuo secan- 
te DOC será et eje de las y'. 

Como lo que se trata es de tencr'lB ecuación de la cur- 
ba do intersección de las euperlicies, en funciones de * é y': 
es claro que después de haber heclio la 1 raí islbrm ación (.41 
para referir una de estos superficies k los ojos r', y' j «', bas- 
tará que en seguida hagamos 6. z'^0, ylendreinos su iutersee- 
uion con ol plano i'Og'. En un caso tan sencillo como el pre- 
fejilu es prefcnble liaccr desde lu^go » 2'=0eii las ecun- 
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cionei (A), y hallar Jircclutnente los coscnm de (t'i), (y'i).... 
En el triedro AOCB, eq conocen los ángulos plnnos a= J' 
b^uO.° y el ángulo diedro coraprenJido C^ (.- Ijfgo Ii 
oion (3 Dúm. 600) He convierte en 

CM Cy'j) =Ben ^i, eos ft coe (y'y) = — coa .J. cob g . 
AdemsB 

(í't)= ^^, (í»t=90«— ,; y (i',)=:90.'' 
Finalraenie, el plano x'Oy', que Hiiponeinos eleva 
bre el de las ly, forma con el ejeOí el ingulo(y'x)r:9i 
Según esto, las eouacioiiea (JJ i 
j=yco8.H-y'Bcn + 

y=jieii^t— y'co<>í.cofl6 J {E) 

i=¡f'Ben e J 

IIuljiéramoB llegado á obtener el misroo resultado Mnoi 
hubiéscmoa servido de loa ecuaciones del niim. GIS. 

640. Ajjliquemoa eetaa ecuaciones al cono oblicuo de base 
circular. El plano tAi (üg. IB) perpendicular al plano Gecan- 
tc AB y que «ata tirado pur el eje SC, será el de Ins is: la 
sección -^ft de estos dos planos, ú el rje de la curba, corta & 
esta en el virlice A, punto que toinnremos por oríjen de laf 
coordenadas: el plano lAy paralelo ú la base circular del cono, 
serú el de los j-^: este corlará al cono según un círculo AE, 
de un radio r, que podremos mirar como que os la Jircctric mis- 
ma (ui'iin. 621}; y sci el cuno de que tratamos, cuya cúspide 
tiene por coordonailaa £ a, o j c y que adcniaa tiene el eje en el 
ylanode las xz y la base sobro el plano i¡/, tiene también por ecun- 

cion i t»Cj'+y')+aí('' — ")" =0, coinoen elnúm.ein 

y como ademas el plano secante .^B es perpendicular al déla* 
Jt. corla al plano xy según el eje Aij, y por consiguiente es pre- 
ciso hacer en las ecuaciones (E) í +=90." y en virtud de esto 
tendromoa qua 

j=:V'eo#(J, y=j', r=sf'aena (1) 

!/'[í:'cos'6+2r(r — o)senflcoB ft +(í« — ííir)ien'(j] 

+cV'+IcrVCaBene-ccose) = (f) 

Tal es la ecuneieu de la curba, que puede represcnlAr 
también todas las secciones del cono oblicuo (excepto las pa- 
ralelos ú la base), luciendo variar á a, t, r, y t. las -t' ho 
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cuonUn sobre j9y,las y' aohreAB. Ee rncil discutir elta « 
eion (DÚni. 4i0) y recoDoccr quo lia curbns sou de la mianu 
eBpocia que Ine quo resultan en el cono recio. 

Si qiicreinoH qiin In sección sck un circalo, tendrenwN qac 

hacer iguolea los coeficlciitca de j'' é y'' (iiiini. 446) y estos nos 



(e'+anr- 
lanj B ^0 reproduce 
valor de tanje. país 



•o' )taDJ.' j=íí (r — fi)lttnj. Q 

i base .ÍE del cano. En cuanto al otro 

poder interpretarle, teticmos quo 



tanj. S^D=:_=-1, tanj$.JB:= 



Siistituycniio en lugar de taiij.f^ln acgunili roii de la 
ecuación de arriba, nos resultará liechna todas las leiluccio- 
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•' íu'r— !i»+ícV— ac> Sr— a D£ 

fi lanj SJ1B= — tBnjSE/>=tanjSEJ, 

Ln lección cf aun un círculn, cuando los fin^lna SJB' 
y SEA rormailos con laa jencratrieea opuestas son Ijoales, 
comparando ct plana secante j/AB con el círculo AE de U base, 
catas son las que se Human seecioaa nbconlrariai. 

Para obtener las secciones planas del cono recio, bas- 
ta hacer & a=r en k ecuación (I) 

y-'CCcos' O — r'scn' í )+í'í '+Sirj.-Cr sen e — í coa ( )=<» 
e^ta ecuación viene i Ecr la del nrim. 4Ü0. Por otra parle, no 
se pueden liitcer leales de dos nodos, á los factorec de x'' é 
y''i y con efoclo en este caso las secciones Eubcontrarias cu- 
inciden. 

G4I. Et cilinJro oblicuo cuya bsse es un círculo situado co- 
mo lo cElaba el del cono da arriba, y cuyo eje se halla en el 
plano TI, tiene por ecuación (páj. 973) á 

o introduciendo en esta ecuación los valores (1), siendo el|)k' 

DO secante ec pcrpuudicukr á ks .vií tendremos 

y'-tcoa'B +a'8eii'o — aaBen6C0E6)-4-4 '^iiyXcoE i —o sen 6) 



La sección es una elipse que ee reduce á un círculo cimnda 
sent=') lo cual noa reproducen la bise del cilindro, y cuando 

(«■ — l)tiinJ3=So (i wiije= — lanjaa; 
(ecuación I., 359) representando por a el ángulo que el eje del 
cilindro forma con las ■: luego g ee suplemento de Sa. 

Suptrjicies de itgvndo arden. 
543. La ecuación jeneral do segundo grado ea 

Para ditcutir esta ecuación, ee decir, pnra determinar la natn^ 
raleza y posición do lae superficiea <]uo rojirescnta, simplifique' 
mosla por medio de ima transformación de coordenadas que ha- 
ga desaparecer de ella ios términos que coiilienen á ly, 
yx. loa ejes variarán de reclnngulnrea cjuc en la actualidad 
en oblicuos, con la sustitución de loa valores (A) páj. 9t1G: y t 
lando loa nueve ángulos que entran en ella Íi las condiciones (S) 
quedarán aeis arbitrarias de las que podremos (IÍ3|>oner de 
una infinidad de modos. Igualeinna acerolos coclicicnti's de los 
términos que tienen por factores S .r'^', i't' é y'z'. Pero ai que- 
remos que la dirección de los nuevos ejes sea Umbien rectan- 
gular, como cstn condición ettá espresada por las trca relacio- 
nes (/)), quedan por consiguiente las seis arbitrarias anteriorce 
reducidas á tres que después de igualados á cero tos tres coe- 
ficientes dichos serán sulieientes para (tarnoslas á conocer, y por 
este medio es determinado el problema. 

El procadimiento siguiente hace que este cálculo ecb mas 
fícil. Sean í= ai é y=:[lí las ecuaciones del ejo lic las .r'; 

eí para abreviar hacemos á í:^ hallaremos 

V(l+a'+íi'). 
(;éasc pij. 983) 

coa(^\,)=xía.cos(.-y) = /J3,cos(.r-.) = í. 
Ilacienilo el mismo raciocimo rc«pecloá las ecuacioneí i^a'c, 
!/=:P'i del eje de las y', y fiíialmcme repitiendo un procedi- 
miento análogo con el eje de ka i', tenilremo* que 






(J) de la trneformada e 
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los nueve ángulos del problema quedan rcomplszndaí pot ¡as 
seif incúfrnitoB ni n', n", [t, (3', y |í," en virtud de que losecuB- 
ciones (B) quedm por si mismas satisfeclias. 

SuatituyamoB pues eslos valorea de j. yy zen !■ ecua- 
ción jeneral li» segundo grntlo, v igunleinos á cero !□■ coeñcien- 
tea de s'y\ i-'í' é y't': y tendremos que 

(«^"+d(i"4.f)'.'+(<J<i" + 5|3"+/)/3'+ea"+,'-iÍ"+' — "-y- 
Fuelle obtenerse una de ehtas ecuaciones sola y fin liacer la 
sustitución en su totalidad; ademiiB en virtud de Ih simetría did 
cálculo, tia^ta hallar una de eíitas ecuaciones pora deducir de 
ella las otras Uua. Eliiuinando á n' y ^' entre la primera y las 
ecuaciones t^n,'» é ^^P'i del eje do las y': nos resultará 
la ecuación ajgnicnte, que es la de un plano, 

t«a+.íp+r)r + (da + t(3 +/);/+(«« +/|^ + c>=0...lí). 
Y como la primera de las 
dicion para hacer desaparecer á . 
tino á ella sola, podremos dar a 
cionalfií, con tal que ae cumpla la ecnacíon; por connigiiiente 
será Buñcienle que et eje de las y' esté trazado en el plano 
cuya ecuación acabamos de dar, para que la traaelormada no 
tenga el término afeitado de x'i/'. 

Asimismo, eliminando á ri" y jj" Jo la segunda ecua- 
ción auxiliados de las ecuaciones del eje de laa a', x^^'té 
¡/=:0"t, tendremos un plano de tal naluraleía que si loma- 
moB por ^fl de |ai »' cualquiera recia que oslé traiada cd 
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Ai.jtnnl nrpcnioH. 

él, la transfurmada carecerá del termina afectado de i 
en virtud de la firma de las dos primeras e 
dente que este segundo ¡iluno ese! nnamo que el primí 
go si trazamoa en di loa ejes de las y' y de laa t' á nuestro 
arbitrio, ei te plano terá el de iut y' y z', y la tranj forma da 
no tendrá términos ofectadoa de x'y' ni de i't'. Como la dirección 
(le estos ejes sobre este plano es cualquiera, tenemoa una in- 
finidad de sialemai que llenen nuestro objeto: la ecuación (9) 
aera, scgnn se ve, la de un plano paralelo al que curta 
por medio á tudas las paralelas á laa i y que «e llntna por es- 
to Plano diametral. Si ademas queremos que desaparezca el tér- 
mino y'i\ la tercera ecuación deberñ darnos á conocer & n.' 
y (í'; y así vemos que liai una infinidad de ejes oblicuos que 
cumplen con laa trca condiciones que nos liemos iuipneato. 

ñ'Vi. Pero concedamos, que isa x\y'ys' sean rectangula- 
ros; para que así sea, deberá el eje da las x' ser perpendicular 
al plano de las y't' cuya ecuación hemos hallado ya: y para 
que x^ (lz é y^^x sean las ecuaciones de una parpendicu- 
lar i este plano (3) ei preciao que saan (núm. 690) 
í.a + rf3+6 = (ea+/|Í+c>a (3) 

dci+ip+/=Cí<^4-/(^+c)a c-t)- 

Suítituyendo en la ecuación (3) el valor de n secado de la (4) 
liellaremoe que 

+ [(._tX— »)•+(«■-/■— e^e +(«-«-»)/Jlí' 
+Í(c_»¡(c_iy+C! ,. _/._ dV+(-JÍ-a— cy e J8 
+ (a— r)/J+(/'— ■!■)'= »■ 



Esta ecuación de le 
leal pira /}: en seguida I; 
a: según esto el eje de lo 
ea perpendicular al plano 



rcer grado da por lo menos una raíz 
L ecuación (-1) da también una para 
B .r' queda determinado de modo que 
l't', y liace desaparecer de laccua- 
1 afectado* de x't' y i'y'. No rea- 
ta ahora mas que lra7or en el plano y'i' loa ejes, de modo qua 
formen ángulo recto, y que deaapareica el término x'y'; 
pero es evidente que liullaremos del mismo modo un plano de 
las t'i', de auecte que !e ica perpendicular el eje de la* ^'i 
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y que los türmlnoB quo tengan por f&ctuies á x'if' y í ty' ¿ct- 
apaiezcaa. Y como succi^e que he cuaáicioaea que csprcean que el 
eje de IiH y' ta pcrpenüicuUt á eeio plano son Inmbien Us ccun- 
eionea (3) y (i) HÍguesc que Ift mismi ecuación de tercer gra- 
do debo también darnos á (V'. l-o tuismo giicede respecto al eje 
du las i'- Lui?ga las tres raicea de I* ecuicioii ea 1¡, son rea- 
te* y sun loa valorea de 0, (^' y 3"i por coneiguiento conuc«re- 
moB á a, (i' f a." por medio de U ecuación (I). 

Dt ai¡uí ejitluiínns ijueno hai lina un t'^títmn dt tjet rtf- 
tatigularn qaf haga de$'ipnrteir dt laecuacium UiUitHÍnnia/eeladot 
dt x'y'i k'e' ¿ y'^\ y tf" entodui caaot kai uno de eiloi nitmnti 
i¡ [átculo ttpiíata anUriormanle nos eniiñu á liallar uIm ^tx. 

Hits Bi&tema tnina el uouitjte du Ejes prúicifial» 4t la 
,.-p'-r/iciü. 

li'l-l. Analicemos loa cnaoa quo puede presenta tnos la ecua- 
ción Je Icrocr grado en [i. 

1." Si lenemoB que (o — t-j/e-K/' — 1')(¡ = 
la ecuación carece de primer término: en este cqío aabemos 
que una de las raices de [i os iiifinim, esto mismo sucede con 
a, que en virtud do la ecuación (4) se reduceá ía-}-/p = Ü: 
lus ángulos correB|]oiidicnlcs son rectos: uno ¿e tos ejea, el de 
las x', piir ejemplo, se lis lia en el pinna xif, y en ecuacinn ac 

) eliíainando ú a y ^ por medio d» j^as 6 j^jSs; 
esta ecuación ea cj¡+fy=0. I-ub dircccionea de laa y' y a' 
noi laa da i conocer la ecuación en [I, reducida al epgundu 
grada. 

3.° Si ademoE de este primer coeficiente, es también el Eeguit- 
do igual 5 cero, saennili. ;i b de la ecuación de arriba, por» 
líustituiílo en el factor de {!'; se reduce a] (iltimo tirimno ác U 

(«-O/J+C/ '-</■>=: 0. 
Estas dos ecuacionc* espresan la condición de que se trata- Y 
como el coeücicntQ do |3 bo deduce de el de (í', con cambial 
í\ b en c y Á d oa e, ealo mismo sucede con el primero j líl- 
ccuBcion cu 3' íucgo la ecuación de tercer 
gradu. qiiedn ]uir ai miatna natisreclin. t]ji este coan cxtaWu iiaa 
inlimiiaii de siateniaa de ojea re c [aniculares, que Imcun deanpa- 
J6 afectados de ¡'¡j', i'x' é j'i', Cliiftinaa- 
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60 í a y b dt laa euuacioneB (3) y (4) por medio de Idb dos 
ecuucíoneE lie CDit<licion de arriba, halísremoa que estas eciia- 
ciunea íon el pruiiiicto áe fu — d y lic b)3 — rf por el factor 
común f(Jn.+/íi R-f"/*' Estos faclores bjii por cunsiguiente nu. 
Iiie; y eliminando i a y (I, ballaremoa que 

fj=:dt, ry=:iU, fdx+fj¡/+fez~0. 



Las 






o de loa 



i pcrpendici 






lui'bu eii la que lo- 
I principales, y que 



dua primeros s 
cpTh la de un plano c]uc le c 
bmi trnzailo, tos otros Uoa ejes 
plnoo cortará ú la HUpcrficic según ont 
dos los ej^B que formen ángulo recto t 

por consiguiente c; un círculo, que os la única curba entre to- 
dtts Us de segundo grado que goza do esta propiedad. Ea es- 
te cuso la siiperScie es da revolución al rededor del eje cu- 
ya ecuación acabamos de dar: noa convenceremos al momento 
de ei^lo, si transportamos el oríjen al centro del círculo (V canso 
.Innala de JHaC/i. t. II). 

S45. Deapuee <Ie haber liccho desaparecer de la ecuación los 
tres rectinguloíi, resulta de la forma siguiente 

k.t + ,n'j' + n.z'+q,+q;/+q-': = k (51, 

ElimineraoB <le ella los términos de la primera dimensión irnns- 
portando e! orijen (núm. C3il): es evidente [¡uo eslc cálculn 
eetá posible, con sola la excepción del caso en que falle uno de 
luE cuadrados f', j* ú 2': estos casos los examinaremos por sepa- 
rad»; y por ahora solo trataremos dcdieculir la ecuación 
k,' + m-j^+n.t^ = k (6). 

Cualquier recta que puse por el oríjen, corta á U su- 
perñcie en dos puntos, situailos de ambos lados del orijen y á 
igual distancia do él, porquo la ecuación permanece la misnis 
aun cuando cambiemos loa aignoa de x, y y lí como al oríjei» 
csti en medio do todas las cuerdas tiradas por este punto, sí- 
gnese que ea un Ccníro; jior cotiiigiiitnle ¡a tuperficie giiza d* 
la propiedad dt tener un centro, ñemprt i¡ae nn/nlie en Ja trani- 
furmaün nint^ina dt lot cundradoi de liii variabln. 

ConsiiIemrcmOB tirmpre á n positiva: solo nos resta exa- 
minar los caaos en que k y m son positivas, negativas ó de 
(ignoi diferuntee- 
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616. Si en la ecuación (6) toa potilivM k, n y n; e» indi*' 
penaable que tombicn h \o sea, <le no aer «ans ecuación lerift 
abturJa j «o riprettnlaria nadir, y ai A ca nula, tendretno/< que 
j^O, y^O y í:=0 á un mismo tiempo (núni. 119) y U íU- 
perlicie iio es aino un lulo punto. 

Pero cuando k es fHisitirn, hacienda se paradamente í r, 
y i z iiuloa ae hallun ecunciones pcrtcnecientet £ la elipae, 
i*iiya£ curbts reaulliui de la secrioD da ta superficie propues- 
ta por los tres p!anús coordenados. Cunlijuier plano piraklo i 
calos da también por secciuneaelipíiea, ]' nos «cria fácil ver que 
aucede lo miamo con tudtiH las seccionta plao 
esta razón se da el nombre de Etipmidc i. et 
lonjitudea A, B, y C da los tres ejes principales se obtienen 
dagando las secciones de la auperlicio por los ejes r, y j t 
Mitoi kC=:h, mB*=.h, nA'=hi diniiuando uhoia ú (, '. 
n de U ecuación (6) tendremos quo 



iE(núm. 639): por 
! cuerpo. 



Esia 



ecuación del tUpf'iJ* referido á t 
■ipiíUt. HodeinoB considerar Csla superlicli 



y di 



cnjendrada por una elipse trazada en 
va paralelamente á ti misma, niifenln 
BCfrun va resbalando al largo de otra 
no tt- Si fuesen iguales doa de las C 
driamoa un elipsoide de revolución; ei 



e! plano íy. que le niiie- 
B que BUS duB^CB variau 
elipse tratada enelpla- 
ntidades J, fi o C, ten- 
.Í=iJÍ=Cla Buperliclo 



617. Supongamos que k acft nvgativu 



I y h poeíiivas i 



— mj,* 



-nj»=- 



llaciendn á f 6áy nulas, conoceremos que las secciones efcc- 
tuailas por los planos yx y xi son hiperbolsB, en las que el ?je 
iIe les I es el segundo eje.' los planos tiíados por ul eje de 
Ins 1 nos dan por inCerfeccion esta misma curba; y decimos quo 
la Buperlicie es un Hiperbuloidt. Las tecciunes paralelas al plano 
lie Ky aon aiempre elipses reales, en loa que A, 8, C\/ — \ re- 
presentan l3£ loi'Jitudes comprenitidas sobre lus ejes contadas 
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desde el oríjon: la ecuación es la misma que la de arriba, coa 
'a diferencia del signo del primer término, que en el caso ac* 
tual es negativo. 
6-;8. Finalmente, cuando k y k son negativa s, 

— ^-c' + wí/'+na'^ss— A, 

todoí? los planos tirados por el eje de las z cortan ú la su- 
perti^ie según hipérbolas, las que tienen por eje primero al eje 
de las z\ el plano xy no encuentran á la superficie, y sus para- 
lelos, pasados dos límites opuestos, dan elipses. Tenemos un hiper^ 
boloide de dos nipos al rededor del eje de las z La ecuación 
en Ay B y G es también la mibma que la de arriba, con la ex- 
cepción de que solo el término en 2' es positivo. 

649. Cuando /t=:0, tenemos en estos dos casos, kz^:zmy^'^nx\ 
ecuación del cono^ que con respecto á los hiperboloides que he- 
mos examinado, es lo que las asimptotas son á la hipérbola 
(véase páj. 273). 

Solo nos rastaria tratar el caso en que k y m fuesen 
negativas; pero Cbto se reduce á una simple inversión en los 
ejes, con lo quo queda reducido á los dos precedentes. El hi- 
perboloide es de una 6 dos napas alrededor del eje de lasx, 
según sea h negativa ó i>08Ítiva. 

630. Cuando la ecuación (5) carcce.de uno de los cuadra- 
dos, de j* por ejemplo, trasportando el oríjen, podremos hacer 
desaparacer de esta ecuación el término constante, y las prime- 
ras potencias de y y r, á saber 

Las secciones causadas por los planos de las xz y xy son 
parábolas vueltas ya á un lado 6 ya al lado opuesto, según sean los 
signos de /c, m y k\ los planos paralelos á estos dan también 
parábolas. Los planos paralelos á las yz dan elipses, 6 hipér- 
bolas, según sea el signo de m. La superficie es un para- 
boloide di pilco en un caso, é /iiper6ó/íco en el otro; A: = ;/i cuan- 
do el paraboloide es de revolución. 

651. Cuando /i=:0, la ecuación tiene la forma de o*2'4:6'y»:;0 
según sean los signos de ^ y m. En un caso tendremos z = O é y =: O 
sea cual fuere x; la sopcrfícic se reduce al eje de las x: y en 
el de (ac+6y) (a?-^6y)=:0 nos indica que está á nuestro ar* 
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bttiio til«t eiÜK ftctor ouloT ; así tenemos el sUtetna de 
doc planos que se cruNon seg^un el eje de Ibh *. 

m. Cuando en l« ccuacioD (5) Inlliiii Iqe doe cuadrado*, por 
ejemplo de x* ó y*, cun trasportar el orijen pnrulelanicnte í 
lu « reduclreuioc 1« ecuncion á 

fci'+p¡í4-7x=íi. 
Las lecciones producidas por los pUaoa tirados Ecnun (?1 
eje de Ii3 t ion parábolas. El ]Tlanu «y y sua paralelos dnii 
TectSH que «on paralelos entre BÍ. Por eonsifrtiiente la superfi- 
cie es un eilinitrn rfí biie jnrnbóllea (niím. 6Efl), 

BitklUieenlostriM cuadrado) en la ecuación (S), esta ecua- 
cioD seria la do un plnne. 

653. Becotiocereinoa cnn miichn faciliilad el coeo en que la 
ecuación propueeta (O puede diiecomiioner«e en 4oe fnctores ra- 
eíonslos: aquellos en que la misma r-cuacion ofti íbrniada da 
cuadrados positivos, que se rcsuelran en du^ ecuaciones qu« 
representen la sección de dos plaooa; por último aquellos en quR 
estando formada ile tres partet esencialmente positivas, es absur- 
da. Toüo esio ei nnñlugo i \a que se ha dicbu en los núme- 
ros AbZ y 4ú9. 



^. 







t 41 



x-í. 



/ 



B ir 









i 

i 

4 



V • 



\ 



\ 



I 



\ 






1 ; - ' > T . 



l:: 



• ■ ■ . i ; i . • 



t 



í - 



Ik^. 



1 



1 

! 



\ 



í 



^ ■ t. 



THE NBW YORK PUBUC LIBRAR Y 

SBPBáBPlCB DEPARTMENT 
takeo from Üib BuUdÍD< 






— 




' ■ 


r' 


" 








^ 


































































'"— 







